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RESUMEN 
En esta tesis se discuten distintos aspectos relacionados con l a  
tearia de campos en el espacio tiempo curvo (que esi consideraddl en 
general, como una aproximacion semiclasica a una teoria mas completa 
que incluya 10s efectos cuanticos de la gravitation). 
En primer termino, analizamos en'detalle dos de sus aspectos mas 
conf lictivos: el problema de la renormalizacion (necesacia para 
eliminar las cantidades divergentes que aparecen en toda teoria 
cuantica de campos) y el problema de la ambiguedad en la definicion 
del estado de vacio. El problema de la renormalizacion es enfocado 
tanto a1 nivel de la accion eGectiva (la que es calculada en la 
aproximacion de un loop) coma a1 nivel de las ecuaciones efectivas de 
campo (utilizamos en esfe caso el formalismo que permite traha~ar can 
ecuaciones para valores medios), Luego de presentar el metoda 
corriente de renormalizacion covariante (conocido coma renormalizacion 
de Hadamard) que da lugar a la aparicion de terminos anomalos en el 
valor de expectacion de vacio del tensor de energia rnomenko~ 
describimos un metodo quer pese a que solo es aplicable en metricas 
canformemente planas, evita la aparicion de la anomalia de traza. 
- Presentamos tambien un calrulo explicit0 del valor de expertacion de 
vacio renormalizado de T (usando el metodo conocido con el nombre de 
regularization adiabatica) para campos de espin arbitrar i a  en el d 
espacio de DeSitter. Relacionamos el problem de la ambigwadad en la 1 
definicion de vacio con el dc la renormalizacion y encontramos cuales 
son 105 vinculos que aparecen sobre 10s estados de vacio 3i se impone 
que la teoria sea renormalizable. 
POT ultimo presentamos un metodo mediante el cual se puede 
estudiar consistentementer en el context0 de la teoria cuantica Qe 
campos en el espacio tiompo curva, la in~porkiincia de 10s efectoc, 
cuanticos en cosmologia (mediante el uso de las ecuaciones 
semiclasicas de Einstein). Para el caso de un campo escalar 
autointera~tuante~ abtenemos la version renormalizada de las 
ecuaciones semiclasicas de Einstein y de la que gobierna la evctlucion 
del valor medio del campo. Comparamos las ecuaciones abtenidas con 
aquellas que se utilizan en 10s trabajos relacionados con el mode10 
del universo inflacionario y comprobamos que estas pueden obtenerse a 
partir de las nuestras hacienda ciertaa apcoximaciones (que no estan 
explicitadas habitualmente en la literaturd). Analizamos tambien les 
propiedades de algunas soluciones exactas de las ecuaciones 
semiclasicas de Einstein que ee obtienen para teo~ias de campos 
s'encillas (campos libres). En particular estud iamos las 
caracteristicas de la solucion de DeSitter y mostramos la posibilidad 
de que la topologia del espacio tiempo pueda reaccionar sobre la 
geometria local a traves de las ecuaciones semiclasicas. 
La t e o r c a  c u i n t i c a  de  campos comenz6 a se r  e s t u d i a d a  en  e s p a c i u s  
t i e m p o s  no t r i v i a l e s  d e s d e  h a c e  muchos a n o s .  Uno d e  10s p r i m e r o s  
t r a b a j o s  en  e l  tema f u e  e s c r i t o  p o r  e l  p r o p i o  S c h r o d i n g e r  e n  (1932). 
A m e d i d a  q u e  p a s a r o n  10s a 6 o s  v a r i o s  a u t o r e s  s a  f u e r o n  acupando d e  
e s t e  tema que,  s i n  embargo ocupd  una p o s i c i d n  r r r l a t i v a m e n t e  m a r g i n a l  - 
e n  e l  c o n t e x t 0  de  l a  f i s i c a  t e o ' r i c a .  Fue a p a r t i r  d e  10s t r a b a j o s  d e  
Hawking en  1974, 1ver Hawking ( 1 9 7 4 ) 1  (1374) y (1977)) s o b r e  la  
e m i s i d n  de  r ad i ac ioAn  p o r  p a r t e  d e  l a s , . a g u j e r a s  n e g r o s  debida a 10s 
e f e c t o s  cua /n t i cos l  que  e l  tema comenzo' a c o n c i t a r  e l  i n t e r e %  d e  mayor 
nGmero d e  i n v e s t i g a d o r e s .  
La fo . rmulac i6n  d e  e s t a  t e o r c a ,  d e  l a  que  n o s  ocuparemas  en  e s t a  
t e s i s I  no  e s t s  au'n comple t amen te  c o n c l u i d a  (para una r ev i s ioOn  c o m p l e t a  
d e l  tema r e f e r i m o s  a1 l i b r e  de  B i r r e l l  y Davies (1981)). S u b s i s t e n  
d i v e r s o s  p rob lemas  a  10s -que p r e s t a r e m o s  a t e n c i e i n  e n  este t ~ a b a j o .  
L o r  m& c o n f l i c t i v o s  son  a q u i l l o s  r e l a c i o n a d o s  c a n  l a  d e f i n i c i i n  d e l  
e s t a d o  de vacfo d e  l a  t eo r l ' a  y con  la  r e n o r m a l i z a c i 6 n  d e  l a s  
c a n t i d a d e s  d i v e r g e n t e s  que  a p a r e c e n .  Ambos p rob lemas  e s t g n  p r e s e n t e s  
en l a  t e o r l ' a  c u a ' n t i c a  de campos o r d i n a r i a l  f o r m u l a d a  en  a 1  e s p a c i o  de 
mink ow ski^ p e r a  pueden s e r  f d c i l m e n t e  r e s u e l t o s .  En e f e c t o I  p a r a  una 
t e o r l ' a  de  un campo @ s c a l a r 1  e l  e s t a d o  d e  v a c f o  pusde s e r  d e C i n i d o  sin 
n i n g u n a  ambiguedad 5 i l  a p e l a n d o  a la  s i r n e t r i a  d e l  e s p a r i o  
Minkawski, reconocemos  como o p e r a d o r e s  d e  c r e a c i g n  q d e s t r u c c i & n  d e  
p a r t i c u l a s  a aqu611os  a s o c i a d o s  a la  descompos i c i6n  d e 1  campo e n  ondas  
planas d e  frecuencia positiva y negativa. Por otra partel la 
existencia de cantidades divergentes es bien conocida: si s e  calcula 
el valor de espectaci6n de vacl'o del operador Hamiltonianu s e  obtiene 
un resultado infinito que habitualmente es eliminado mediante el 
"ordenamiento normal de operadores". E ~ t e  procedimiento e s t i  
plenamente justificado ya que la energlb siempre e s ~ a /  de9inida a menos 
de una constante (que puede ser considerada in9inita). 
Pero si estudiamos una teoria de campos en un espacio tiempb 
gerlgrico tuna variedad diferenciable con una me'trica riemanniana) las 
cosas son mgs complicadas. POT un lado aparece el problema de la 
ambiguedad en la eleccio'n del vacro ya quel como en general el espacia 
tiempo carecer6 de simetrcas, no podremos privilegiar ninqvna base 
para que juegue el papel d e  las ondas planas en el espacio de 
Minkowski. Por otra parte ya no es cierto que sislo tengan sentido las 
diferencias de energgas ya que la densidad de energfa es ahora la 
componente de un tensor que act& como fuente de las  ecuariones de 
camp0 que gobiernan la dinimica de la mitrica del espacio tiempo. La 
renormalizaciin debe hacerse entonces mediante un mgtodo sovariante 
que reemplace a1 ordenamiento normal de operadores. A lo largo de la 
kesis veremos que e ~ t o s  do5 problemas, la eleccio'n del estada de vaczo 
y la renormalizaci6n esta'n fuertemente relacionados. 
Uno de 10s motivos que generan interds en el estudiu d e  La teorfa 
c u h t i c a  de camp05 en el espacio tiempo curvo se basa en la 
I posibilidad de encarar a travds de ella el examen de la influencia de 
ar '10s eFectos cua'nticos en cosmolog~a. Para entudiar estos efectos se 
utiliza la ecuacidn de Einstein semicl&sica en la cual la fuente que 
genera la dindmica de la mQtrica del espacio t.iempo es 9 1  valor de 
espertacidn del tensor de energia momento. En 10s Gltimos an'os fa 
influencia de 10s efectos cudnticos en cosmologfa ha sido utilirada 
enormemente en la construcci6n del modelo del universo infLacionario 
(ver Brandemberger (1985) q Linde (1984) para una revisidn 3el tema). 
En estos modelos las ticnicas de la teorfa de campos en el espacio 
tiempo curvo son en general dejadas de lado, en particular 10s 
distintos autores no utilizan a la ecuacidn de Einstein semicldsica en 
sus traba jos. En esta tesis intentaremos comparar cl m;todo 
habitualmente usado en la literatura relacionada con el modelo 
inflacionario can aqu6l que corresponde a trabajar con la ecuacign de 
Einstein aemicldsica como herramienta para incorporar 10s efectos 
cu&-tticos en cosmolog Ca. Intentaremos adem& analirar algunafj de las 
caracteristicas principales de las soluciones de las  ecuaciones de 
Einstein semiclbsicas en algunos ejemplos sencillos. 
La tesis @st$ organizada de la siguiente manera: En el ~ a p i t u l o  
1 presentaremos formalmente a la teoria de campos en el espacio tiempo 
curvo y discutiremos baj0 quG hip6tesis puede ser considerada como una 
aproximaci6n semicla'sica a una teorfa cu6ntica ma's completa. Este 
Capftulo tendrs'un caricter de revisi6n del tema (por lo cud1 no nos 
hemos extendido en esta introducci6n) y en 61 abordaremos el problema 
del c ~ l c u l o  de la acci6n efectiva de la teorl'a en la aproxim3ci6n de 
un loop (para una teorfa con un campo escalar aut~interaetuante) 
utilizando el mitodo del campo de fondo y 10s recientes resultados 
rslacionados con el desarrollo d Schuinger-DeWitt para el p~npagador. P 
Discutiremos tambibn, el problema de la renormalizacidn a1 nLvel de la 
acci6n efectiva. 
En el capftulo 2 discutiremos el problema de la renormalizaci6m 
de la teorl/ar para campos libres, a1 nivel del tensor de energja 
momento (a de las ecuaciones de campo). Presentaremos el mgtodo de 
renormalizaci6n covariante conocido con el nombre de "renormaliraci6n 
de Hadamard" (que conduce entre otras cosas a la aparici6n de tirminos 
"an6malos" o cldsicamente prohibidos en el tensor de energca momento 
renormalizado). Generalizaremos a m6tricas arbitrarias conCurmes a1 
plan0 el mgtodo conocido como "renormaliraci6n minima" (que evita la 
aparici6n de 10s terminos an6malos) que hasta el presente sdlo habfa 
'sido formulada en mQtricas de Robertson Walker. Finalmente, luego de 
presentar el m6todo de regularizaci6n adiab6tica lo aplicamos a1 
cdlculo del valor renormalizado $e la traza del tensor de energfa 
momento para campos de Weinberg masivos (de espcn arbitrerio) en el 
espacio de DeSitter. 
En el ~ a ~ i t u l o  3 discutiremos el problema de la ambigGedad en la 
eleccio'n del estado de vacio. Analizaremos, para un conjunto amplio 
de mgtricas de fondo, cusles son 10s vt/nculos sobre los posibles 
estados de vacfo quo establece la condicibn que pide que el propagador 
G, ( x ,  x C )  tenga las mismas divergencias que uno de Hadamard. 
Discutiremos la compatibilidad entre esta condiciafr y 10s criterios 
utilizados para definir el vacio mediante la diagonalizacidn del 
Hamiltoniano (en sus diferentes versiones). 
En el ~ a p i t u l o  4 analiraremos el problema ralacionada con el 
estudio de las soluciones a las ecuaciones de Einstein semicla/sicas 
que es habitualmente llamado 'lei problema del back-reaction". Daremos 
un me'todo para encarar su solucidn para un canpa escalar 
autointeractuante. Nuestro mktodo permitird comparar las ecuaciones 
que se obtienen con las que se utilizan habitualmente en Ias versiones 
simplificadas de 10s modelos inflacionarios. Analizaremas tambie/n 'la5 ;1 
caracterfsticas de la soluci6n del problerna del back-reaction para 
campos libres. Luego de una revisign del m6todo que permite obtener 
todas las familias de soluciones a1 problema cuando 5610 actuhn campos 
invariantes conformes, analizaremos con generalidad las propiedades de - 
una solucidn e x a c t a  (cuando 10s campos no son invariantes conformes): 
el espacio de DeSitter- POT Gltimo analizaremos, tambi<n para las 
soluciones tipo DeSitter, 10s efectos del back-reactian de la 
topologia sobre la gemnetria a trav6s de las ecuaciones de Einstein 
semicl$s ices. 
Finalmente en 5 ptesentaremos nuestras conclusiones y haremos un 
breve resumen de 10s aportes originales contenidos en esta tesis. 
La notacio'n y las convenciones que utilizamos estin resumidas en 
el apin;ndice 1. Trabajaremos, salvo rnencibn explfcita en cantra, en 
unidades naturales, es decir tomaremos c=1= . 
CAP ITULO 1 
La ~ e o r i a  Cua'ntica de Campos en el Espacio Tiempo Curvo. 
Consideremos un sistema formado por varios campos que denataremas 
con el sfmbolo (lo 'J por un campo gravitatorio descrita a travis 
'del tensor metric0 del espacio tiempo 3 I., . La accio'n clisi'ca del 
sistema estara definida de la siguiente manera: 
No especificaremos por ahora la forma explicita de la "acci6n de 
la materiaff S,+ y tomaremos como accibn gravitataria a la 
accidn de Einstein-Hilbert generalizada con tirminos cuadrdtiros en la 
curvatura (la presencia de estos terminos veremos que esta relacionada 
con el praceso de renormalizacion de la tsoria): 
donde k . A ,€: son constantes con las siguientes Qimensiones: 
C t C = 8 a 6 ] . ~ ~ = ~ 4 - ' ]  ; c e 3  = A- 
i 
En una descripcio'n completamente cu&ntica, toda la in.formaci6n 
sobre el sistema esti contenida en la "acci6n e f e c t i v a " .  Para 
introducir esta funcional conviene recordar algunas deqiniciones 
habituales en teoria cuiintica de campos (&stas pueden eneontrarse en 
cualquier libro de texto, por ejemplo en el de Ramond (1981) o el de 
Itzigkson y Zuber (1980)). 
Por el momento, consideremos a la mbtrica camo uno mGs de 10s 
campos $la i la amplitud de probabilidad de transiciin de un estatdo 
cudntico / A  > a otro I A #  > (caracterizados por ciertas conf iguraciones 
de 10s campos presentes sobre las hipersuperficies 5 y 
L' rcspectivernente) en presencia de,, Puentes J, puede calculsrse 
mediante una integral funcional 
donde par 6)4, denotamos las medidas dc integrscio'n en 105 espacios 
de las configuraciones de 10s campos y con el simbolo (a  - b )  denotamos 
la integral del product0 sobre todo el eopacio tiempo. 
las La integral funcional en (1.2) implica sumar sobre todas 
I 
configuraciones de 10s campos que satisfagan las condiciones de 
contorno que definen a 10s estados I A 3  y / A r >  en las 
hipersuperficies, P q 2' . 
La funcional W(J, 1,  generadora de 10s diagramas de Feynmann 
conexos se calcula como 
t i .  3) 
LOS "carnpos clbsicos" o "campos medios" se definen de la siguiente 
manera: 
estos campos son evidentemente funcionales de las corrientes tal coma 
puede verse de la definicihn anterior. La acci6n efectiva queda 
definida como la transformada de Legendre de W ( J G L ) ,  o sea 
r '  . 
Como las corrientes Jasatis3acen 19s ecuaciones (1 .41  son funcionales 
de 10s "campos c l ~ s i ~ o s ' ' ~  en consecuencia la acci6n efnctiva es 
solamente funcional de 10s "campoe clhicos" ( y  no de las corrientes). 
Derivando funcionalmente la expreei6n anterior se obtisnen las 
siguientes ecuaciones 
Vemos entonces que 10s "campos cl6sicos" son soluciones de "ecuaciones 
efectivas" de movimiento: cuando se anulan las corrientesr las 
- 
conf iguraciones +?(jLPol son apu6llar pup hacen extreme a la accith 
efectiva. Oijimos que de la acci6n efectiva puede extraerse toda la 
informaci6n fisica de la teoria ya que la misma es la generadora de 
Codos 10s diagramas una-particula-irreducibles (1-P-1) que pueden 
obtenerse por diferenciacidn funcional rucesiva. En efecto e$] puede 
escribirse de la siguiente forme: 
(donde en esta Sltima expresi6n hemos obviado todos 10s subindices 
'sobreentendiendo que deben estar todos convenientemente contrajdos). 
1-0s coeficientes (que en nuestro caso son "matrices") son 
denominados vgrtices propios de 1 teorfa y pueden ser calculados 
perturbativamente con las regles de Feynmann usuales. El conocimiento 
de la acci6n efectiva como funcional de 10s "campos clssicos" es 
importante pues permite plantear las ecuaciones ( 1 . 5 )  y de ellas se 
puede extraer abundante informaci6n. Para obtener la forma explicita 
de ~ L & I  el uso de la expresi6n (1 .7)  er mug engorroso (no  h a y t  en 
general, un criterio que nos permita cortar la serie que aparece en 
esa ecuaci6n). Con ese objetol suele utilizarse otra forms de escribir 
a la acci6n efectiva haciendo un desarrollo local en tgrminos de las 
derivadas de 10s "campos cl~sicos". En efecto~ si nos restringimos a 
considerer un solo camp0 en el espacio do Minkowski, Ia accidn 
e9ectiva puede desarrollarse de la siguiente manera: 
Se han desarrallado diversos mhtodos (perturbativos' y no 
perturbativos) para calcular 10s distintos terminos en La expansi6n - - 
anterior. El primer t6rmino que aparece en (1 .8)  es llamado 
"potencial efectivo" y su conocimiento es de gran importancia para el 
estudio de las distintas Cases del sistema. 
Comentaremos brevemente aqui el mitodo del camp0 de G ~ n d o  (MCF) 
que es tal vez el que mss eficazmente permite el c$lculo de La accidn 
efectiva entre los m6todos perturbativos conocidos . No - nos 
'referiremos en esta tesis a 10s mitodoip no perturbativos q u e  pueden 
utilizarse para el calculo do la acci6n efectiva. Sin embargo 
conviene mencfonar que el que mhs h,a sido utilizado recientemente es 
el mhtodo variational desarrollado por Jackiw y Kerman (19793 y que 
suele denominarse "aproxi~aci6n gaussiana" (que en teor r(a Ce muchos 
cuerpos corresponde a la aproximaci6n de Hartree-Fock dependiente del 
. tiempo). Este mitodo se ha usado much0 para el c ~ l c u l o  d e l  pstencial ' 
efectivo en diversas teorias (ver por ejemplo Stevenson (1983 y 198511 
Stevenson y Tarrach (19861, Latorre y Pascual (19%tS), Bollini q 
Giambiaggi, (19851, Altembokum, Kaulfuss y Verbarschot (198&)) y en 
particular ha servido para aclarar el prablema de la supuesta 
trivialidid de la tcoria a $ 4  S61o rnis recientemente (ver 
Altembokum y Kaulfus, 1987) se ha aplicado a1 c ~ l c u l o  de la acci6n 
efectiva completa en algunos casoo particulares. En el context0 de la 
teorfa de campos en el espacio tiempo curvo hay algunos infentos de 
utilizar este mCtodo en el estudio de la dinjmica dellas transiciones 
de fase en el universo primitivo (ver Cooper y Mottola, 1987, Pi y 
Stanciofft 1987 y Mazzitelli y Paz, 1987). 
El mktodo del campo de fondo tiene varias veroiones. Usaremos 
aqui la desarrollada por Jackiw (1974) (otras referencias importantes 
en el tema son por ejemplo De Witt (1967 arb), Abbott (1?83)# Jack y 
Osborn (1884). Jackiw estableci6 que la "receta" a seguir si se 
- 
pretende evaluar la acci6n efectiva en las configuraciones (aqvi 
consideramos tambi6n a la m6trica como otro de 10s canpos er 
la siguiente: i) Construir una "nueva teoria" para campos y), con la 
sigwiente acci6n (que depende de 10s campos a 10s que se deb. 
tratar como si fueran par&metros): 
ii) Con esa nueva teorfa la acci6n efectiva de la teoria original se 
calcula de la siguiente manera: 
v- 
donde (si hacemos reaparecer la constante de Planck por un momento) 
Esta ijltima expresi6n es una ecuacidn integradiferencial para 
W C ~ ~ ]  que evidentemente es conplicada. Sin embargo la virtud del 
m6todo es que no hace falta resolverla: es posible demastrar que 
W C ? ~  no es otra cosa que 
vacro de la teoria con accidn 
la suma de todos Los diagramas 1-P-I de 
. De asta Qorma el cilcula de 10s 
distineos t6rminos del dasarrollo de W C & ~  en potencias de 'C1 ss linita 
siempre a sumar un ndmero finito de diagramas. particular el 
desarrollo a' un loop (recordemos que el orden en corresponde a1 
ndmero de loops) toma una forma particularmente sencilla ya que puede 
calcularse con el determinante funcional. La demostracio'n de estas 
afirmaciones puede verse en el trabajo original de Jackiw (1974) (una 
versidn m6s sencilla de la demostraci6n puede encontrarse en el 
trabajo de O'Raifertaigh (1976). 
En sfntesis, el MCF permite calcular las contribucionss a + la 
'acci6n efectiva a cualquier n6mero de loops (par supuesto Las cuentas 
se vuelven cada vez mgs complicadas) per0 es particularmente Gtil para 
calcular la contribuci6n a un loop que puede escribirse coma: 
W C L - J =  R r r?+a~ + g ( h z \  
donde la traza es una integral sobre todo el espacio tiempo q una suma 
sobre todos 10s indices que puada tener el propagador. El propagador 
en la expresi6n (1.12) es el que invierte la ecuacio'n de campo que se 
A 
genera de la parta cuadritica de la acci6n Lyal (ver ma's 
adelante ec. (1. 18a) 1. 
Ahora bien, discutarnos en el caso que nos ocupa {el sistema 
( 1 .1 ) )  cue'n buena ser6 la aproximacio'n a un loop. Es sabido que la 
gravitacith no euede ser cuantificada con este mitodo. E s t o  ocurre 
porque en la acci6n gravitatoria considerada en (1 .1 )  aparece una 
66 . 
eonstante dimensional ( k? 2 . 5  16 cm ). Esto provoca pue 10s 
contrat6rminos que hay qua agregar a1 lagrangian'o en el procesa de 
renormalizacidn tengan distinta forma funcional que 10s tirminos 
originalmente presentes en el mismo. Este proceso 4e repite 
indefinidemente e impide la renormalizacio'n de la teorr'a (nos 
referiremos en detalle a las tgcnicas de renormalizacih m& 
adelante). Sin embargo sabemos que la aproximaci6n a cero loops de la 
gravitacidn describe en forma excelente la fenemenologia observada a 
nivel macroscdpico. En efecto, la teoria clisica de la gravitacidn es 
una buena teoria para distancias "grandes" (0 equivalentemente 
Esto induce a pensar que deberfa existir un rango-de 
energias (o equivalentemente de distancias) en el que la aproximacio'n 
a un loop de la gravitaci6n podria ser buena. Este tema ha sido 
estudiado por numerosos autores, pod,emos mencionar aqui 10s trabajos 
citados en la introducci6n de su libro par Birrell t j  Davies 11982) y 
10s posteriores de Castagnino y Paul (19841, Castagnino {I98611 Hartle 
<1984), etc. La conclusidn es bastante razonable: si esturfiamos un 
diagrama con L loops del campo gravitatorio que posed n v b t i c e s  y lo 
regularizamos con un cut-off integrando haste una energia mdxima o 
bienl trebajendo en el espacio de configuraci6nl integrando fuera de 
un hipercubo de lado 1, observamos que el diagrama rerulta ser 
-n 
proportional a 1%- 1 . Para que estas contribuciones resulten 
despreciables frente a la contribuci6n de un loop (que no tiene ning6n 
vdrtice) debe satisfacerse la siguiente condicibn: 
En este rango ee licit0 despreciar las contribuciones de 10s 
d i a g r a m a s  con mas de  un loop  d e  g r a v i t o n e s  f ~ e n t e  a 10s de un loop .  
P o r  o t r a  p a r t e  puede d e m o s t r a r s e  que  l a  c o n d i c i d n  para  poder  
d e s p r e c i a r  l oop  a  l oop  10s d iag ramas  en  10s que i n t e r v i e w  e l  g r a v i t b n  
f r e n t e  a 105 dema% e s :  
donde  eb e s  una c o n s t a n t c  t i p i c a  d e  a c o p l a m i e n t o  materia-materia 
(quo  p o d r f a  s e r  po r  e j e m p l o  l a  de  c s t r u c t u r e  f i n a  e2& 1/,3? 1. E s t a  
cond ic io ' n  e s  m a s  r e s t r i c t i v a  que  l a  a n t e r i o r  (si -e2L I ). En 
c o n s e c u e n c i a  en  e s t e  r a n g o  d e  d i s t a n t b i a s  ( s u p e r i o r e s  a La l o n g i t u d  de  
P l a n c k )  se puede t raba ja r  con una a p r o x i m a c i d n  a la accio'n e f e c t i v a  
que  i n c l u y a  10s e f e c t o s  d e  un loop  d e l  campo g r a v i t a t o r i o  y 10s 
.t; e f e c t o s  de  t o d o s  10s d e m a s  campos a t o d o  o r d e n  en  . 
O t r o  d e s a r r o l l o  p e r t u r b a t i v o  muy p o p u l a r  en  t e a r i a  de  campos es 
e l  d e s a r r o l l o  en 1IN (donde  N e s  e l  n6mero d e  campos p r e s e n k e s ) .  En 
una e x p a n s i h  de  e s t e  t i p o  e s  p o s i b l e  d e m o s t r a r  (Har t le ,  1984) l oop  a 
l o o p  q u s  l a s  c o n t r i b u c i o n e s  d e l  campo g r a v i t a t o r i o  s o n  d e  un o r d e n  
mayor q u e  l a s  de  t o d o s  10s o t r o s  campos. Con e s t e  c r i t e r i o  podriamos 
" d e s p r e c i a r "  la  c o n t r i b u c i 6 n  dc un loop  d e l  campo g r a v i t a t o r i o  f r e n t e  
a la de t o d o s  10s dema's campos. P o r  l o  t a n t o ,  l a  teor.<a que t r a ta  a 
la  m h t r i c a  d e l  e s p a c i a  t i empo como un campo c l b s i c o  y aproxima la 
a c c i 6 n  e f e c t i v a  de  la t e o r f a  como: 
donde 
siendo 
tambi6n puede entenderse como una aproximaci6n dr primer orden en-- un 
'desarrollo en 1/N de una teoria m6s completa. E s t a  teoria 
"aproximada" (o truncada) es la llamada teoria cujntica de campos en 
el espacio tiempo curvo. 
Una vez convencidos del sentido que tiene estudiar e s t a  teoria 
podemos preguntarnos cu6n importantes s e r h  10s fen6menos descritos 
por ella. Siguiendo a Birrell y Davies (1982) ~odrfamos decir que 10s 
efectos gravitatorios no triviales ocurririn para modos con longitud 
de onda comparable con alguna longitud caracterirjtica del espacio 
tiempo de fondo. Si tomamos como longitud caracterititica de 10s 
1 3  fendmenos cudnticos ordinarios a una d o 1  orden de 10- cm (o un 
-2(r 
tiempo del orden de 10 seg) observamos que 10s efectos de la 
teoria de campos en el ;spacfo-tiemPo curvo serjn importantes s610 en 
las proximidades de un agujero negro Cdonde el campo gravikatorio se 
vuelve sumamente intenso) o bien en el universo primitivo Ccuando la 
curvature del espacio tiempo era muy grenda). Por otra parte la 
teorfa de campos en el espacio tiempo curvo nos permitiri tambi6n 
analizar las cosas desde el punto de vista de observadores no 
inercfaler en un espacio plano. Eo conocido el fen6meno de 
r e l a t i v i d a d  d e l  v a c i o :  un o b s e r v a d o r  a c e l e r a d o  d e t e c t a  p a r t i c u l a s  
cuando e l  e s t a d o  d e l  s i a t e m a  e s  e l  v a c i o  p a r a  un o b s e r v a d o r  inertial. 
Bajo  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  e l  e a p e c t r o  d e  p a r t i c u l a s  d e t e c t a d a s  puede 
c o r r e s p o n d e r  a  una d i s t r i b u c i h  P l a n c k i a n a  c a r a c t e r i r a d a  p o r  una 
t e m p e r a t u r a .  LBgicamente la  a c e l e r a c i r i n  n e c e s a r i a  para d e t e c t a r  
expe r imen ta lmen te  e s t e  fen6meno e s  mug g r a n d e  tuna  t e m p e r a f u r a  d e l  
ZO 
o r d e n  d e  1 ' ~  c o r r e s p o n d e  a una a c e l e r a c i o ' n  d e l  o r d e n  d e  2 . 4  10 m / s Z ) .  
A p e s a r  d e  e s t o  r e c i e n t c m e n t e  h a  hab ido  a l g u n a s  d i s c u s i o n e s  s o b r e  l a  
p a s i b i l i d a d  de  d e t e c t a r  e s t e  e f e c t o  e s o c i a d o  a l a  a c e l e r a c i 6 n  de  
' p a r t i c u l a s  en 10s a n i l l o s  d e  10s g r a n d e s  a c e l e r a d o r t s .  S e  e s p e c u l a  
que  la  d e s p o l a r i z a c i 6 n  p a r c i a l  que s u f r e n  10s e l e c t r o n e s  ~ u e  g i r a n  e n  
10s a n i l l o s  de  un a c e l e r a d o r  puede d e b e r s e  a1 e f s c t a  t ehmico  a s o c i a d o  , 
-- 
a  l a  a c e l e r a c i h .  S i n  embargo 10s r e s u l t a d a s  no s o n  t o d a v i a  - 
c o n c l u y e n t e s  y e l  tema s e  e n c u e n t r e  en aGn e n  d i s c u s i d n  ( v e r  10s 
t r a b a j o s  d e  B e l l  y L e i n a a r  (1983 y 1984) y B e l l *  Hughes y L e i n a a s  ' 
(1385). 
F i n a l m e n t e  e s t a  t e o r z a  n o s  s e r v i r d  tambie'n p w a  e s t u d i a r  10s 
e f e c t o s  que a p a r e c e n  a c a u s e  d e  la e x i s t e n c i a  d e  una t o p a l o g i a  no 
t r i v i a l ,  e l  6 s  conoc ido  d e  10s c u a l e s  e s  e l  " e f e c t o  Casimirw. 
1.2 ~ a ' l c u l o  d e  l a  Accio'n E f e c t i v a  y  Renormal i zac i6n .  
T raba ja remos  aquf  con un cempo e s c a l a r  r e a l  con una a c c i 6 n  
c l i s i c a  swR+ d e f i n i d a  d e  l a  s i g u i e n t e  forma: 
donde 
Veremos como se pucde calcular la contribucidn de un loap a la 
accio'n efectiva mediante el uso de las expresiones (1. 11) y (1. 12). 
Si el camp0 es libre, i. e. el potencial er cuadr6tico en 9 la 
exprcsidn obtenida ser4 exacta (la aproximacith de un loop es exacta 
ea ese caso). Como es sabido nos encontraremos en nuest~o camino con 
cantidades infinitas que deberemos regularizar. Utilizaremas aquf el 
mitodo de regularitacibn dimensional (Bollini q Ciambiaggi, 19721. 
Trabajaremos en consecuencia en un espacio tiempo de dim&nsi6n n 
(arbitraria). 
Para utilizar la expresi6n (1. 12) hay que obtener una forma 
explicita para el propagador de Feynmenn definido como aqu6 l  qua es 
soluci6n de la siguiente acuacieh: 
donde: 
El c~lculo de este propagador no ofrece mayorcs dificultades en 
el cspecio de Minkowski si $ =constante. Sin embargo si una prctende 
hacerlo en un espacio tiempo curvo o bien en el espacio piano pero 
para una configuraci6n de no constante (con el objeto de calcular 
10s distintos tirminos en la expansio'n (1.8)) el problema no es 
sencillo. La ticnica m6s popular para encarar la solucio'n de este 
problema es la que se conoce con el nombre da desarrolla de 
Shwinger-DeWitt (S-D). Este desarrollo (que es una extensio'n hecha 
por DeWitt (1964) a1 mitodo del tiempo propio propuesto por Shwinger 
(1951)) consiste en cscribir a1 propagador de la siguiente manera: 
donde el n6cleo K(x,xO,sI satisface una ecueaci6n tipo Schroedinger 
tdonde si juega el papel de un "tiempo, propio") 
cumpli6ndose la siguiente condici6n de contorno: 
K ( x ,  x' ,  s - o \  = F ~ x t  x ' \  
Lo escncial del mitodo es proponer para el n6cleo H(xl xr,s) une 
expresi6n del siguiente tipo: 
dande: 
A ( X,  x '1 es el datarminante de vanl~leck-~orcttc (ver  pind dice 

1 x x nk I Estos coef icientes dependen de las 
X -> X 
componentes do1 tensor de Riemman a travds de todas sus contraccioner 
y derivadas. En particular aparece el escalar de curvatura R 
explfcitamente. 
Recientemente se ha demostrado que si se elige la funcihn F tar 
que su limite de coincidencia cumpla que 
'se verifica que en 10s limites de coincidencia de 10s .nuevos 
* 
coeficientes a ( x ,  x ' )  no aparece explicitamente el escalar de 
curvature. La demostracifin de esta afirmacidn (llamada conjetura de 
Parker y Toms, ver Parker 4 Toms, 1985 a) puede verse en el trabajo 0s 
Jack y Parker (1984). 
Para una teorga autointcractuante se ha utilizado esta idea para 
\ w 7 
calcular un desarrollo del propagador de la ecuaci6n (1.18) Cque como 
vimos permite el cilculo de la contribuci6n de un loop a la acci6n 
.efectiva). Guven (1987) mostr6 gue si elegimos la funcign f de forma 
tal que su limite de coincidencia sea: 
- 
10s nuevos coeficienter be1 desarrollo (1.23) no dependen d r  sino 
solamente de sus derivadas (lo cual se desprende de la rxpresi6n 
1 . 2 4  De esta forma se obtiene un desarrollo para el propegador 
' . '# 
que se puede cortar a un cierto orden en derivadcas de para 
calcular 10s distintos tQrminos en (1.81) (algunas o t r a ~  referencias 
recientes relacionadas con el cilculo y l  ;l us0 de dcsarrollos del t i p o  
(1.8) sonl por ejemplo: 
1987). 
Barbitskii y Vilkovitski, 1987, 
Presentaremos aqu< 10s resultados que se obtienen de seguir un 
camino que bien puede considerarse alcombinacibn lineal" de 10s 
emprendidos par Parker y Toms (1-5 b )  y Cuven (1987). Tomarernos como 
funci6n f a una que verifique que 
veremos queI como es de esperar, 10s coeficientee dcl desarrollo 
(1.23) no dependen erplicitamente ni de R ni de (calcularemos 
explicitamente 10s tres primeros coeficientes y veremos que eso es lo 
que ocurre). El cilculo no presenta mayoree dificultades conceptuales 
y dado que podemos aprovechar 10s resultadas de 10s trabajos 
anteriores las dificultades ticnicao no son grandes. Sin embargo 
creemos de interis hacerlo y a  
generalidad algunas cuestiones 




dependencia con la curvatura de 10s thminos "cindticos" en C t .  8)). 
Reemplazando la forma elegide para f en {1.22) y tomando el 
limite de coincidencia se obtienen fdeilmente 10s siguientes 
resultados para k=O y k=l (haccn falta 10s resultados para 10s limites 
de coincidencia de las dcrivadas de 6 y del cietcrminante 
I 
A(x ,  Y'\ que se ancurntran en el Aphdice). I 
I 
c6lculo se obtiene 
es un poco-mis tediosa y luego de un largo 
Podemos comparar 10s valores da estos coeficientes eon 10s obtenidos 
por Parker y Toms (1985 b): 
Conocidos 10s coeficientes' del desarrollo (1.23) podemos 
abocarnos el cAlculo de la accidn efectiva usando la siguiente 
cepresentacio'n para el lnG(xc x ' 1  (ver Birrell y Davies, 1882): 
L a s  integrales en s dan lugar a funcioner gamma siendo el resultado de 
la traza del logaritmo el siguiente: 
donde es un parjmetro arbitrario, con dimensiones. de masat que es 
necesario incluir para que las unidades de la funci6n C Sean las 
naturales en cualquier dimensi6n y la acci6n sea adimensionai. De . la 
I- 'ecuaci6n anterior. se ve claramente que es divergent@ en 4 
dimensiones. ~ermbi6n queda claro que (1.28) da un retiultado finito si 
la dimensi6n del espacio tiempo es impar. Pa'ra evaluar esta expresibn 
en n=4 desarrollamos las funciones para k=Ol 1.2 (gue tienen 
n=4 1 Y usamos - el 
obteniendo: 
conocido 
(donde es la cte de Euler que puede hacerse deseparecer mediante 
una redefinici6n del pardmetro /= ' *  I 1 
I 
Finalmente, la accirin efectiva calculada a i loop (teniendo en 
cuenta ( 1 . 1 S a )  es: 
Para renormaliter la acciofr efectiva usamos las tgcnicas 
habituales. Les constantes que aparecen en todas las expresiones 
antcriores son llamadas "constantes desnudas" ( K p ,  A b  , E i b  ,M;, -.-). El 
proceso de renormalizacioln puede entenderse c orno una 
"reparametrizacidn" de la teorsa. Lar constantes desnudas pueden 
escribirse todas como d,,= d c + 6 ~  (por D( entcndcmos una eonstante 
'cualquiera de las pue rparecen en (1.23b)) dondc 6 d  as un 
@'contrat6rmino1' (que es de orden h y depende del par&etro ~egulador 
que en nuestro caso es la dimensio'n d-el espacio-tiempol que se elige 
de manera tal que l a s  divergencias que aparecen cuando n 9 4  en (1.29b) 
se cancelen. La manera de cancelar 10s infinitos en 10s 
contrat6rminos no es dnica y debe adoptarse en consccuencia una 
"prescripci6n de renormalireci6nm. Por ejemplo la llamada 
"prescripci6n minima" consiste en proponer que 10s contrat6rminos 
cancelen solamente la parte divergente en la expresi6n a t e t  
polo en n=4). Usaremos aqui este criterio que por otra parte conduce 
a definir contrat6rminos que no dependen de la posiciBn. ~ 6 s  adelante 
(en el Capftulo 4)haremos referencia a otras posibles pre.sicripciones 
de renormalixaci6n). 
Para poder iiplementar cstr ohtodo es imprescindible puc las 
contribuciones divergentes -provenientes de (1.29) tengan la misma 
forrna funcional que 10s tirminos que originalmente aparecen en la 
accibn clbsica. Qbservando la forma de (1.29) vemos qus el residuo en 
n=4 cbntiene a c R~ I y a [f 1' . * Debido a la presencia de C f i z  1 
debemos incluir tGrminos cuadr$ticos en la curvatura en La acci6n 
original 1 L a  contribuci6n de lf12 5610 tiene la propiedad 
requerida para ciertas formas del potencial de autointeraccidn. Es 
inmediato observar que si V(4) contiene tirminos con poteneias de 
$ mayorea que la cuarta, la teorfa no resulta renormalirable (ya a 
este orden). Este resultado esr por supuestor conocido en ' el 
espacio-tiempo plano (ver por ejemplo Ramond (1781)) y tambiin en el 
espacio curvo (Bunch LJ Panangaden (19801, Bunch etr al. (1980)1 Bunch 
(1991)) pero dentro del marco del presente formalismo aparece de--una 
'manera muy sencilla (en 10s trabajos de Bunch et al 1980 a y b, se 
demuestra en general la renormalixabilidad de la teorla . a 
todo orden en -h y en el espacio-tiempo curvo). 
4 
Presenteremos en detalie 10s c6lculos para la teorfa V(t#)=24. Los 
4 !  
contrat6rminos de Codas las constantes resultan ser: 
Observamos que para una teorfa libre no hay renormaliraci6n de la masa 
ni de la constante 7 y que la renormalizaci6n de las cunstantes 
puramente gravitatorias no depende de 3, . 0b.s;ervamos tambidn que 
* 
en dimensia'n 2 (esto puede verse de C1.2S)) no hacen falta 
eontrat6rminos para 4, , 6, y tG3 ( y  por lo tanto 10s corrcspondientes 
tbminos cuadriticos en la accidn gravitatoria pueden no ponerse). 
Si reescribimos la ecuaci4n (1.29b) y .  definimos la Meanstante 
gravitatoria efcctivatl como aquel tirmino que acompa8a e % R en la 
accio'n efectiva, concluimos que: 
an4logamente la constante cosmoldgica efectiva es: 
La escala F debe ser fijada estableciendo las condiciones en 
las que se miden las constantes arriba mencionadas. En las anterioras 
expresiones esta implfcito el hocho de que madiremos t o d a s  las 
constantes en las mismas condiciones pero evidentemente eso no es 
necesario (si quisi6ramos 3ijar una escala distinta para medir cada 
constante debemos modificar 10s contrat6rminos en una parte finita). 
.Puede resultar natural definir /LL= M con lo cual 10s valores de 
Af, etc. son 10s rnedidos en el limit. de curvatura nula 1 & -0 
( e o  decir 
evidentemente no se~vir6 para el caso m=O (ver ~apftulo 4) .  Las 
ecuaciones (1.31) nos dicen co'mo dependen de la cvryatura las 
"constantes de acoplamiento efertivas". 
Es interesante comentar la relacidn que tienen estas resultados 
con 10s que se obtienen aplicando las tgcnicar d e l  grupo de 
renormal izacih. Estas tgcnicas 9ueron aplicadas a1 estudio de 
teorias de campos en el espacio-tiempa curvo par Nelson y Panangaden 
(1982)~ Toms (1983) y otros (ver Figueirido y Castagnino, i9SS). En 
el espacio plano las ecuaciones del grupo de renormaliraci6n nos 
permiten conocer la dependencia de las constantes e9ectivas ( y  las 
funciones de Green) de la teoriio con la escala de momentos. En el 
espacio curvo no hay una dePicici6n natural d e  momento y . en 
tonsecuenqia no es trivial c6mo generalizar este procedimiento. 
Nelson y Panangaden argumentaron que la analogfa natural dal cambio de 
escala de rnomentos p +ps es el reescalamien'to de la me'trica de fondo 
s a g h  gFd +J gp,,/5. El limite .+a, correspond. en el espacio plano 
a1 de altas energias per0 en el espacio curvo corresponde sl de alta 
curvatuca. 
Las ecuaciones del grupo de renormaliraci6n se obtienen 
96cilmente tomando la ecuaci6n (1.29b)r derivando respecto de P 
imponiendo que el resultado debe ser nulo. Observando la forma 
explicita de J y reagrupando 1 0 s  tirninos, salcn ecuaciones 
dife~enciales que rigen el comportamicnto de d )  d0nd-e d es 
cualquiera de las magnitudes ffsicas de la teorfa. 
r.esultan ser en nuestro caso las siguientes: 
Estas ecvaciones 
Para obtenerlas a partir de (1.29b) hay que tener en cuenta que a1 
(8 1 
derivar r [$J solamente debemos conriderar la dependenc ia exp'licita 
con )k (a travgs del logaritmo) ya que lo demgs da lugar a una 
contribucidn que es de orden . Una vez integradas estas ecuaciones 
(ver por ejemplo Parker y Toms, 1985 b )  se observa tl'picamente el 
siguiente resultado para la dependencia de la constante cosmoldgica 
con /f. (las demds constantes de la teoria tienen dependcncias con 
cualitativarnente anslogas): 
donde A es una constante. De esta expreri6n1 dc acuerdo a lo que 
antes d i  jimosl se puede leer el comportamiento de las ctes 
renormalizadas para altas curvaturas reescalando P-ps - Corn0 
vemos, comparando con la forme de nee en (1.31) el resultado es 
d 
similar. Esto quiere decir que el uso de la versio'n modificada del + 
desarrollo de S-D para calcular permite obtener el correct0 
comportamiento de las constantes "corredoras" en el limite de altas 
curvatures sin necesidad de recurrir a1 uso de las ecuaciones del 
grupo de renormalizaci6n. 
La dependencia de las constantes de acoplamiento con la curvature 
fue estudiada ultimamente por varios autores. Calzetta, J a c k  y Parker 
(1986 a,b) analizaron una teoria de  gauge observando la existencia del 
~en6meno de libertad asintotica inducida por la curvatura qur tendria 
importancia tambihn para escalas bastante menores a la de Planck. POT 
otra parte Parker y Toms (1986) discuten la importancia de la 
dependencia de la constante cosmoldgica 'e~ectiva con la corvatura: si 
se encontraran presentes muchos campos las contribuciones de todos 
ellos se rumarian en (1.31) y el comportamiento de Aef estaria 
dominado por la contribuci6n correspondiente a la partzcula mis 
pesada. Tomando Ar =O (para lograr que ~e cumpla he./ iR=O)=O) sc 
observa que para R grende este te'rmino puede producirt a travhs de las 
ecuaciones de Einstein8 la existencia de una etapa inflacionaria en la 
expansiin del universo (sin necesidad de ninguna transicidn de fase). 
Por otra parte. de imponer pue la contribucibn de (R) a la 
evoluci6n actual del universo no modifique el comportamiento conocido 
&el mismo~ se obtiene una cota para la masa de la particula mgs pesada 
'' Gev. que resulta ser del orden dc 10 
Antes del descubrimiento de la nueva forma del desarrollo de S-D* 
el estudio del comportamiento de las constantes de acoplamientb para 
altas curvaturas fue analizado para algunas teorias Cran Unificadaa 
mediante el us0 de las tgcnicas del grupo de renormalizwcion lver 
Parker y Toms, 1984 y Calretta, 1986). 
Por u'ltim08 observando la expresion (1.29b) podrmos escribir a la 
acri6n efectiva (a un loop) de manere de poder identificar claramente 
el potencial efectivo y a cada uno de 10s tbrminos que aparecen en el 
desarra110 del tipa (1.8). En efecto, la ecvacio'n C1.29b) puede ser 
reescrita de la siguiente forma: 
donde las constantes gravitatorias efectivas son- aquillas que 
def ini6ramos en (1.31) (la forma de 1as 6; zq es anbloga a La de las 
dadas en (1.31)). Para escribir la expresi6n del potencial efectivo 
debemos tener en cuenta que todos 10s tirminos de la serie que aparece 
en (1 .29a)  contribuyen a1 mismo. La axpresii;n final resulta ser la 
siguicnte: 
Es interesante destacar la existencia de tirminos *8cindticos" que en 
el espacio plano no est6n presentes (a estoc t6rminos ciniticos 
tambidn contribuyen 10s distintos sumandos de la serie): 
Estas expresiones generalizan 4 1  trabajo de Coleman y Weinberg 
(1973) a1 espacio-tiempo c"rvo y coincidcn en part. con 10s resultadas 
hallados por Hu y O'Connor (1984) y por Guven (1987).  En 10s trabajos 
de Hu y sus colaboradores se calculan las correccioneo a 10s tirminos 
. 
cin6ticos en la accidn efectiva usando la ticnic) del espacio de 
momentos local 
un desarrollo 
(de Bunch y Parker (1979)). Sin embargo a1 no usarse 
tipo S-D modificado, no aparecen las corrscciones 
logaritmicas e,n la curvatura que nosotros obtenemos tanto en el 
potencial efectivo como en las constantea gravitatorias efectivas 
(recardemos que estos tdrminos son 10s que dominan el comportamienta 
de las constantes efectivas para altas curvaturas). Debidcl a que esos 
autorea trabajan a un orden mas bajo que nosotros,tampoco oobtienen la 
forma explicita de 10s nuevos te'rminos cingticos que encontramos en 
(1.33b). EI 0bj€?tiv0 principal de 10s trabajos que recign m~ncionamos~ 
estd orientado a hacev una formulacidn mas consistente d e 1  modelo 
inflacionario del universo , primitivo para lo cual es impartante el 
conocimiento de la acci6n efectiva. Vo.lveremos a referirnor; a este 
punto en el capitulo 4. 
Finalmente es interesante hacer una observacio/n acerca de las 
contribuciones divergentes en (1.29). Coma vetnos* 10s te'rminos que 
aportan divergencias son 10s tres primeros del desarrollo de S-D 
Para campos libres, el factor que aparere en el logaritmo 
es constante y en consecuencia, el c&lculo de acci6n efectiva 
renormalizada puede hacerse de la siguiente manera: 
(1.34) 
donde p4' . es la que se obtiene mediante el uso de las erpresionss 
(1.11) y (1. 12) poniendo en GF@tx')solamente 10s trcsi prirneros te'rminos 
del desarrollo de S-D. Otra forma de pensar el calculo de rW-4 I 
que es evidentemente an610ga a la anterior, la siguiente: 
acciin efeetiva renormalizada se calcula con el uso de ( I .  11. a) y 
(1.12) usando el propagador de Feynrnann renormalizado que es el que se 
obtiene sustrayendo 10s tres primeros terminos del desarrollo de S-D. 
Usando el desarrollo de S-0 usual, es decir aquel que se obtiene 
tomando ff3=m2 , y definiendo el orden adiabitico de un tgrrnin~ como 
el numero de derivadas de la mitrica que aparecen en g1 (par ejemplo R 
es de eegundo ordent R' de cuarto a1 igual que R e  etc) podemos 
comprobar que (para campos libres) el tgrmino [ak3 resulta ser de 
orden adiabgtico 2 k  . En consecuencia podemos verificar que las 
divergencias en la accith efectiva esta4n producidas por 10s tbrminos 
de hasta cuarto orden adiab6tico en el propagador. 
1.3 Las Ecuaciones Efectives y el Tensor de ~ner~ia-momento. 
Antes de concluir el capftulo nos referiremos a las ecuaciones d e  
campo efsctivas obtenidas mediante el uso de las expresiones (1 .4 ) .  
En primer lugar, es importante destacar que eates scuaciones no son 
ecuacioneo para valores medios sino para elementos de mafrir. Como 
vimos el corienzo, lar conCipuraeiones qua hacen eitrema a la 
f uncional pueden interpretarse como 
Habitualmente se tomar& 10s estados / A >  y / A ' >  coma aquellos 
que corresponden a la noci6n dr 'vac~o sobre las hipersuperficies y 
p': En el espacio plana y en ausencia de coryientes licit0 
S i n  embargo es b i e n  sab ido ,  que aun cuando las  c o r r i e n t e s i  Sean 
n u l a s ,  en  g e n e r a l  no e s  v d l i d o  suponer  que 10s e s t a d o s  de  vacgo I N  y 
W T  son e l  mismo si  t r aba jamos  en  un e s p a c i o  curva (ya que la m i t r i c a ,  
tomada como un campo de  fondo,  puede c r e a r  p a r t f c u l a s ) .  
I - 
- 
A 1  no ser v a l o r e s  medioc s i n 0  elemento. d e  m a t r i r ,  p ' u o d ~ n  
tomar v a l o r e s  complejos.  Tambien l a  a c c i o n  e f e c t i v a  cJ1pu.de ser 
comple ja .  En e9ec to1  l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  dc  'f da una medida d c  la 
p r o b a b i l i d a d  t o t a l  de c r e a c i h n  de  p a r t i c u l a s .  E s t o  puede v e r s e  
t e n i e n d o  en c u e n t a  que por s u  d e f i n i c i g n  l a  a c c f i n  e f e c t i v a  s a t i s f a c e  
De e s t a  e x p r e s i 6 n  s a  deduce que la p r o b a b i l i d a d  de que s e  c r e e n  
p a r t  Cculas  es: 
Hay a l g u n o s  t r a b a j o s  donde se h a  usado este enfoque p a r a  c a l c u l a r  
e l  n6mero de  p a r t i c u l a s  c r e a d a s .  por  la  e x p a n s i h  d e l  u n i v e r s o  en 
e s p e c i a l  en m g t r i c a s  no i s d t r o p a s  ( v e r  10s t r a b a j o ~  de F i o c h e t t i ,  
Hertle y Hu t1979)a Hertlc t~ Hu (1979, 1480) y H a r t l e  (1980, 1981)). 
Surge la pregunta de si existe alguna ~ormulaci6n funcionel 
alternativa que permita calcular valores medios y obtener ecuaciones 
efectivas para 10s mismos. Esta formulaci6n existe y fue 
originariemente planteada pot Schwinger (1961) y desarrollada en 
detalle por Keldish, (1964) y muchos otros. En el marco de la teorga 
de campos en el espacio tiempo curvo fue estudiada por Jordan, (1986) 
y postariormente par Calzetta y Hu (1986, 1987). En el capftula 4 
utilizaremos otro rn6todo que nor permitirk encontrar ecuaciones de 
evoluci6n para valores medios. 
A partir de la expresi6n de la accith efectiva renormalizada se 
pueden deriver las ecuaciones de campo efectivas: 
donde con la abrebiatura (ren) indicamos que todas las constantes que 
aparecen son las renormalizadaa y por entandemos a la expresi6n 
(1.29a) sin la contribucidn del polo en n=4. 
Usando la% identidades del apbdice podemos entonces escribir la 
ecuacio'n d e  Einstein semiclBsice que resulta ser: 
donde 
E l  t i c m i n o  d e  f u e n t e  de  e s t a s  e c u a c i o n e s  es e l  e l emen to  d e  m a t r i z  
d e l  t e n s o r  d e  c n c r g i e  momento r enormel i zado .  Es i n t e r e s a n t e  o b s e r v a r  
que 10s e f e c t o s  c u & t i c o s  pueden p rovoca r  qua e s t e  o b j e t o  t e n g a  
p r o p i e d a d e r  b i e n  d i s t i n t a s  qur las d e l  t e n s o r  de c n e r g i a  momento 
c l i s i c o  d e f i n i d o  ssgun:  
Es b i e n  conoc ida  l a  e x i s t e n c i s  d e  l a  " a n o m a ~ f a  d e  trazaw. Si 
conrrideramos un campo l i b r e  V(+), o ) con a c o p l a m i e n t o  conforme con 
l a  c u r v a t u r a  y masa n u l a  (m=O, 7-1/61 e s  f d c i l  v e r  qua la  traza d e  
nu la .  S i n  embargo podemos cornprobar que l a  t raza d e  
< A /  Tw /A'>* c a l c u l a d a  a p a r t i r  de  la  d e r i v a c i g n  d e  la accio';! 
e f e c t i v a  r e n o r m a l i z a d a  (tomando l u e g o  e l  l i r n i t e  d e  masa n u l a  y 
r *  I/( 1 r e r u l t a  s e r  ( v e r  por  c jemplo  B i r r e l l  y Davies  (1982)): 
E s t e  r c s u l t a d o  puede o b t e n e r s e  f i c i l m e n t e  
] r i  usamor e l  s i g u i e n t e  r azonamien to :  P a r a  c a l c u l a r  la 
trsza de l a s  e c u a c i o n e s  g r a v i t a t o r i a s  de  movimiento debemos d e r i v e r  
f u n c i o n a l m e n t e  r r e s p e c t .  . d c  1, y l u e g o  c o n t r a e r -  e l  r e s u l  tado.  S i n  
embargo1 podemos evitarnos el trabajo de hacer una derivada funcional 
sf utilizamos la siguiente igualdad (que es consecuencia de la regla 
de derivacidn de una funcional de una funcich): 
donde R c s  una constante. Es f6cil comprobar que, si transformarnos la 
m6trica segdn IF,,?@ las siguientes reg las d e  transf ormacio'n son 
vilidas: 
Reemplazando la ecuacidn (1.29b) en (1.4211 usando las identidades 
(1.43) y tomando el limite m+'y 2 3 1 / 6  luego de haccr la derivada 
respecto de a, se obtiene: 
De esta ecuaci6n se deduce (1.41). Es interesante notar que a h  en el 
caso de un campo interactuante la enornalia de trars tambih sstg dada 
por (1.41) si nos restringimos a la aproximaci6n de 1 loop (donde 
debemos reemplazar la expresi6n correspondiente de dads en 
(I. 25b) ). 
El surgimiento de la anomalfa de trarar o en general de 10s 
tkrminos de polarizaci6n de vacia, esta relacionado evident~mente con 
el proceso de renormalizaci6n. Durente el micimo se introduce una 
eecela que rompe la invariancia conforme de la teoria. En 
conaecuencia~ a1 obtener la accign renormializada vemos que la misma no 
posee las simetrias de la acci& original. Nos referiremas a1 papel 
d e  estos tgrminos mds adelante. 
El surgimiento de la anomalia de traza, o en general de 10s 
tgrminos de polarizacikn de vacfo, esta relacionado evidentsmente con 
el proceso de renormalizaciorn. Durante el mismo se introduce una 
escala que rompe la invariancia conforme de la teorl(a. En 
consecuencia, a1 obtener la acciin renormalizada vemos que la misma no 
posee las simetrfas de la acci6n original. Nos referiremos a1 papel 
de estos t k ~ m i n o s  mas adelante. 
En resumen: en este capitulo despues de referirnos a la3 
caracteristicas generales de la teoria cdntica de campos en el 
espacio tiempo curvo, presentamos el cglculo de la acci6n efectiva (a 
un loop) para una teorfa . Esto nor permitid discutir en 
detalle el mitodo de renormalizaci6n que hace uso del desarrollo de 
S-D para el propagador. En e'ste capitulo no hay contribucianer 
originales destacables pese a que 10s c&lculos antes mencionados no 
fueron hechos de la misma manera que en 10s trabajos que existen sobre 
el tema. 
En el prdximo capitulo nor concentraremos en la renorrna~izacich 
del tensor de energga momento. 
CAPITULO 2 
Renormaliracitin del tensor de energ id-momento. 
2. 1. Campos Libres y ~enormalizaci6n de Hadamard 
El c~lculo de CAI$,IA'+~ a partir de la derivation funcional de 
la accich efectiva es, en general impracticable. Esto es asl' ya,que 
~ ~ 6 1 0  conocemos una expansio'n arintotica de la misma,(en derivadas de la 
metrica de Condo (ver (1.29) 1. Hasta el momentol el o'nico casa en el 
que se canocen expresiones mas o menos cerradas para I Tp, I A '  >- es 
el de 10s campos libres. Describiremos en este p&rafo las teknicas 
usadas para estos c~lculos. ' Pese a la simplicidad de la teoria libre1 
observaremos que la misma presenta problemas interesantes gue deben 
ser resueltos antes de encarar una teorfa mgs complicada. Por otra 
partel el conocimiento detallado del mitodo de trabajo con una teorlb 
libre nos permiti~8 abordar el c~lculo de la contribuci6n de un loop 
para una tearfa autointeractuante. 
Para calcular directamente 10s elementos de matriz del operador 
P V  
conviene usar el formalimo de cuantificaei6n can6nica (ver por 
ejemplo Romanl 1968). Consideramos a 10s campos coma operadares sobre 
un espacio de estadas. Nos restringiremos por ahora a considerar 
campos escalares reales libres (descriptos clisicamente por la acci6n 
(1. 16) con ( 4  0 Los campos ratisfaccn clksicamente la ecuaci6n 
de Klein Gordon, es decir: 
4 
E s t a  e c u a c i h  es  l i n e a l  y por  10 t a n t o  podemos e n c o n t r a r  una base d e l  
* 
e s p a c i o  de  s o l u c i o n e s  a la que  deno ta remos  po r  C $,(~,t); &(i,  k \ 3  donda 
k sera' un c o n j u n t o  d e  nbmeros que  e t i q u e t a r a ' a  10s e l e m e n t o s  d e  la  
base. E l e 3 i r e m o s  una base que sea ortonclrmal  en  e l  p r o d u c t o  i n t e r n o  
d e  K l e i n  Gordon d e f i n i d o  por :  
# 
E s t e  p r o d u c t o  tornado e n t r e  d o s  s o l u c i o n e s  de  la e c u a c i o n  d e  K-G es 
i n d e p e n d i e n t e  da  l a  h i p e r s u p e r f i c i e  L ( s i  las  f u n c i o n e s  $ y 9 s e  
a n u l a n  en 10s c o n f i n e s  d e  2 1. 
cumplen las  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s :  
La base es o t t o n o ~ m a l  si se 
donde  con  e l  s fmbo lo  s(k,lc') denotamos c o s a s  d i s t i n t a s  s e g 6 n  sea 
k d i s c r e t o  o  c o n t i n u o .  En ambos c a s o s  l o  que se debe  s a t i s f a c e r  es 
l a  s i g u i e n t e  i d e n t i d a d :  
s i e n d o  (4 una medida en  e l  e s p a c i o  de 10s k . P 
E l  campo puede d e s a r r o l l a r s e  en t0nce . s  segu'n: 
E l  mhtodo de  c u a n t i f i c a c i 6 n  c a n c h i c a  c o n s i s t e l  como d i j i m o s ~  e n  
tomar a como un ope rador .  E s t e  c a r a c t e r  o p e r a t o r i a l  de + se 
t r a d u c e  en  que 10s c o e f i c i e n t e s  d e l  d e s a r r o l l o  d e l  campo e n  l a  b a s e  
e l e g i d a  s o n  o p e r a d o r e s  (sky ak + ). La t e o r i a  s e  c u a n t i f i c a  
t imponiendo que 10s o p e r a d o r e s  ak y ak cumplan las r eg l a s  d e  
conmutaci6n c a n c h i c a s  que 10s c o n v i e r t e n  en  o p e r e d o r e s  d e  creacio;  y 
d e s t r u c c i i n  ( l o  que es e q u i v a l e n t e  a p e d i r  que e l  campo y  s u  d e r i v a d a  
cump l a n  las  r e g l a s  de  conmutaci6n c a n g n i c a s  e q u i t e m p o r a 1 e s ) t  e s t a s  
son:  
E l  e s p a c i o  d e  e s t a d o s  de  l a  t e o r g a  ( e s p a c i o  d e  Fock)  se c o n s t r u y e  
a p a r t i r  d e l  e s t a d o  d e  vaczo  d e f i n i d o  como a q u 6 l  que e s  a n i q u i l a d o  por  
t o d o s  10s o p e ~ a d o r e s  d e  des t rucc io )n r  e s  d e c i r  
Ev iden temen te  la  e l e c c i 6 n  de  una de te rminada  b a s e  para 
d e s e r r o l l a r  e l  campo en  (2.3) c o r r e s p o n d e  a la e l e c c i t h  d e  un 
de te rminado  e s t a d o  d e  vacco  s o b r e  e l  que s e  c o n s t r u y e  e l  e s p a c i o  d e  
e s t a d o s .  
E l e g i d o  e l  e s t a d o  d e  vacgo, d e f i n i m o s  a1 propagador  G , ( x t x O  d e  
l a  s i g u i e n t e  manera: 
b 
Reemplazando el desarrollo (2.3) en (2 .5)  se obtiene f$cilmente 
Podemos ver que el propagador 0 ,  ( x , x ' )  es depcndientc del vacfo 
(o equivalentemente de la base usada en (2.3)). 'Para ver esto podemos 
proponer un cambio dc base definido por las Siguientes ecuaciones de 
transfornacio'n quc nos vinculan la base X &,+: 1 con la c q*, 9; >: 
Pare asegurar la ortonormalidad de ambas bases 10s coeficientes de la 
transformacich (llamada habitualmente transformaci6n de Bagoliubov) 
deben satisfacer ciertas condiciones. Estas son: 
Reernplazando la expresidn ( 2 . 7 )  en ( 2 . 6 )  obtenemos: 
donde ( x r  x ' 1  se c a l c u l a  usando l a  ecuacia 'n  ( 2 . 4 )  con la  b a s e  
C yk , yF 3. De l a  m i s m a  manera puede d e m o s t r a r s e  f$c i lmen te  que  e l  
p r a p a g a d a r  A I x r  x ' )  def  i n i d o  como: 
no depende  d e l  e s t a d o  d e  v a c i o  u t i l i z a d o .  
Una vez s e l e c c i o n a d o  un e s t a d o  de v a c f o r  e l  v a l o r  de  e s p e c t a c i 6 n  
en  d i c h o  e s t a d o  d e  c u a l q u i e r  9orma b i l i n e a l  en e l  campo y- s u s  
, g r a d i e n t e s  puede c a l c u l a r s e  a p a r t i r  de  10s l l m i t e s  d e  c o i n c . i d e n c i a  
d e l  propagador  y 10s d e  s u s  d e r i v a d a s .  En p a r t i c u l a r ,  e l  v a l o r  d e  
e s p e c t a c i 6 n  de  v a c f o  d e l  T)r, d e f i n i d o  en  (1.40) se o b t i e n s  cemo: 
En e s t a  6 l t i m a  e x p r e s i 6 n  a p a r e c e n  d e r i v a d a s  e n  10s p u n t o s  x y x r ,  
l o  c u a l  e s  una c o m p l i c a c i d n  t 6 c n i c a .  S i n  embargo la m i s m a  puede s e r  
t r a n s f o r m a d e  u t i l i r a n d o  un teorema d e  Synge (1960) ( g e n e r a l i z a d o  por  
C h r i s t e n s e n  en  1976) en o t r a  que c o n t i e n e  l f m i t e s  d e  c o i n c i d e n c i a  d e  
e x p r e s i o n e s  con d e r i v a d a s  e n  uno de  10s dos  p u n t o s  ( v e r  Cas tagn ino ,  
Harari y ~ d i i e z ,  1987). De e s a  forma s e  l lega  a: 
Si se intenta realizar este cilculo el resultado que s e  obtiene 
es evidentemente divergente. Si se trabaja siempre en n=4 
dimensiones, las divergencias aparecen en (2. 11) a1 tomar el limits de 
coincidencia (el mdtodo de regularizacidn por separacich covariante de 
puntos, point-splitting* que fue introducido par Christensen en 1976 
permite regularizar estas divergencias). E l  mdtodo de regulari zacia'n 
dimensionell aplicado en este caso consistiria en trebajar en n 
dimensionest calcular el limite de coincidencia en (2.11) y luego 
hacer n 3 4  con lo que la expresidn se vuelve divergente (haramos esto 
en el capftulo 4). 
Teniendo en cuenta lo hecho en el ~apitulo 11 es%arnos en 
condiciones de afirmar que las divergencias que aparecen en <T v > /"' 
podrah absorverse en una renormelizaci6n de las constantes desnudas de 
la teorfa si son del mismo tip0 de las que aparecen en el ca/lculo de 
SO (4 ) 
CTPv > que se hacc ussndo la cxpresi6n (2. 11) con 6, ( x t x r ) = G ,  ( x I x r )  
(donde 1e notacich S b ~ i )  indica que debemos retener las contribuciones 
de 10s tres primeros tekninos del desarrollo de ~hwinger-~e~itt). Esto 
es a s i  y e  que les contribuciones divergentes a la actign efectiva 
provienen de esos t6rminos. 
Evidentemente. la imposicih de que 9 ,  (x, x ' 1  ds lugar a1 mismo 
tip0 de divergencias en CTp, > que ~ ~ ~ ~ ' ( r t  x 0 implicr unu restriccign 
I 
sobre 10s posibles estados de vacio. Esta restricci6n es 
absolutamente necesaria ya que de otra forma no podremos renormalizar 
la teoria y extraer la in~ormacioir ffsica d e  l a  misma. Nos 
referiremas en el ~ a ~ g t u l o  3 a l a s  consecuencias de estas 
restrirciciner sobre 10s posibles estados 'de vacfo. 
De lo dicho anteriormente se desprende la importancia de conocer , 
la estructura divergente del propagador de Schwinger-DeWitt y a  que 10s 
propagadores construidos con todos 10s estados de vacfo fr'sicamente 
adrnisibles deben reproducirla (en algdn sentido que precisaremas m i 1  
adelante). 
Es sabido que el propagador de S-D es una "soluci6n elemental de 
Hadamard" de la ecuacih de K-G. Este tip0 de propagadores fueron 
estudiados par primera vez por Hadamard en 1952 y luego por DeWitt 
'(1960) en el espacio-tiempo curvo. Una solucith elemental de Hadamard 
es un biescalar~ soluci6n de 1s ecuacign (2. 1). quc puedc escribirse 
de la siguiente forma: 
tb es una constante, con dimensionea de mass. gue ti.ja una kscala 
arbitraria). A1 imponer gue (2. 12) sea soluci6n de la ecuacign de 
I ' Klein-Gordon se obtiene una ecuacich de la que puede despejarse la 1 funcio/n/CC(xIx8) gue resulta ser: 
(donde r( es una constante arbitreria gue suele tomarse igual a 
h r 2 p a r a  reproducir adecuadamente el ifmite ainkowskisno: c r t o  
quiere decir que en el espacio de Minkowski el propagador G I  (x, x ' )  
debe coincidir con el ndcleo At(xI x 8 )  asociado a las ondas planas). 
Si proponcmos pare /tf (x, x') y M ( x ,  x 8, un desarrollo del tipo: 
h 
- t .v,(-x,x') a- C(X, x') 
w>, 0 
(donde uh son funciones regulares en el lfmite r-3% ' ) ,  podenos 
leer a partir de la ecuacio'n de campo las ecuaciones que deben 
satisfacer 10s "coeficientes" del desarrollo. Estas resultan ser: 
con 
Observamos que la funcign fl( x r  x 1 estg enteramente dekerminada 
por el sistema (2.14) y que por lo tanto 3610 depende de la geometrca 
Z de 9ondo ( y  de los parametros presentes W r etc). No ocurre lo mismo 
con (x, x') q u c  so'lo queda f ijsda cuando 5e elige una funcio'n 
WQ (x. x ' 1  la que resulta en consecuencia arbitrsria. En realidad 
/ksd(x, x') debe ser ta1 que u ( x r  x f )  resulta nimgtrica p a ~ a  que 
G I  ( x r x f )  tambihn lo sea. En 10s trabajos de Harari (1784) y 
Castagnino y Harari (1985) se estudian las  condiciones que debe 
cumplir el biescalar ,' fle(t, x 8 1  para a s e g u ~ a ~  la rimetrla dal 
propagad OF. Puede verse que de no ser simdtriro el pro pa gad or^ la 
t 
expresion (2.8) . conducira' a un tensor de energ(a momento no 
conservada. Las condiciones 
I 
conservacion de C T ,j > son: 
b P 
sobre WO ( X I  x r  t que aseguran 
Notemos que estas condiciones son necesarias per0 no ~uqicientes para 
que 6, ( x ,  x.1 sea sim6trico pero son necesarias y .uf icientes para 
j 
garantizar la validez de la ecuacidn € Tpg >, 4. 
Coma dijimos, puede verse que el propagador de S-D es una 
solucith elemental de Hadamard. En efecto' si tomarnos la expresi&n 
del propagador de Shwinger DeWitt (1.19) observamos que la misma puede 
reescribirse (en 4 dimensiones) como: 
(2) donde H , (3) es la funciin de Hanckel de segunda .specie y primer tip.. 
Para asegurar la validez de esta ecuaciin debemus pedir que la funcic;n 
+ ( X I  x r )  contenga a la masa a- travds de un factor m', t a l  como ocurre 
en todos 10s casos mencionados en el capitulo 1. 
El propagador Q ,  (x,x8) puede obtenerse a partir del de Feynmann 
usando que G,  (x, x '18-21miCF(x, x '13. Haciendo un desarrolla de la 
funcih de Hankel para d chico st? observa claremente de (2. 16) la 
estruttura de Hadamard. 
b 
Pueden relacionarse d p  esta manera 10s 
coef icientes 4 ( x t x t )  con 10s del desarrollo de S-D. Se verifica la n 
siguientc igualdad: 
Para obtener esta expresi& no hemos especificado quign es la funcign 
f (x, x ') ( ~ 6 1 0  necesitsrnos que tenga un factor mZ, tal como d i  jimos 
antes). De acuerdo a la funci6n que elijamos tendremos que utilizar 
las correspondientes funciones R,( x,  x ' ). Como consecu~ncis de la 
expresidn (2.17) podemos afirmar que 10s lirnites de coincidencia de 
la. funciones Cn x x 1 silo dependen de mZ y de R a trav=s de 1a 
2 
combinacich PM +(?-  1/0~ (este hecho no h a b h  sido notado en 10s 
trabajos anteriores y puede ser usado para facilitar la8 cuentas). 
5 b  
El propagador G, (x, x r )  es entonces una forma de Hadamard que 
estg caracterizada por una funcidn (xt x '1 que result. ser: 
C o b  
Teniendo en cuenta las consideraciones hechas en el capftulo 1 
podemos a9 irmar el valor 
Tp renormalitado puede calcular%c aplicando la 9o'rmula 
r&r 
propagador renormali zado 6, (x, x '1,  riendo este 0bjet0 el obtenido 
mediante la siguiente expresih: 
Sin embargo como la estructura divergente de todos 10s 
propagadores de Hadamard es la misma~ podrfamos renormal izar el 
propagador de otre forma: 
Hadrsl 
donde G, ( X I  1'1 es la parte de h a s t a  cuarto orden adiabgtico de 
cualquier solucio*n de Hadamard sirnitrice (construida solamente a 
partir de elementos geom6tricos asociados a la mgtrica de Condo). Se 
suele denominar 'renormal izec io% de Hadamard" a cualquier sustraccith 
del tip0 (2. 19). Los valores de < T'v 3- calculados con (2.18) y 
(2. 19) rardn diferentes. Sin embargo puede demostrarre pue dos 
renormalizaciones de Hadamard son f Csicamente indiatinguibles. La 
demostracich de este hecho puede verse en 10s trabajas de Harari 
(1984), Castagnino~ Harari y NGfiez (1987) y Castagnin'o, Cunzig~ 
Nardone y Pat (1986). Presentamos aqut' una versich resumida de la 
misma. 
Y 
Si llamamos 6, x x 1 a 10s primeros dos te%minos de la expresio% 
(2.12) (que como vimos son 10s mismos para toda forms de Hadamard) y 
*UT 0 ,  (x. x') a1 iltirno t;rmino en eoa expresio% (que como vimos =st: 
deterininado por el valor de U t ( x I  x'))I el < T $ > calculado a travis P 
de (2.11) se descampone en dos eontribuciones: 
El primer tgrmino es el divergente. Podemos escribir explicitamente 
el segundo t&mino m funcidn de ios lfmites- de / L J ; ( x ,  x'I IJ sus 
4 $  
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10s valores de las cantidades X y . La eleccich m i .  general 
de estar cantidades con las dimensiones correctas y el limite 
minkowskiana adecuado es: 
A + ~ 2 - c ~ )  R i p  +(- j  - 2 C Z  (8,Ut*eug ~ ~ 5 ' 4 -  a&) - ?, 
-67.. C +rats) 
I donde T = -  (Repre R ~ ? ~ E _  g a p ~ ' f )  +$  (3-l/hy~Z- L ( ~ - ' / 5 \ 1 7 ~  180 6 
son cocficientes reales arbitrarios Y 
era obvio . y puede ser arbitrario. En 
particular el propagador de S-D se obtiene con una determinada 
elecci6n de estos coeficientes que resulta ser: 
a ,  c s - \ / i ~  Z F - L Z )  
a- 
Utilizando (2.25) podemos calcular € T > que resulta ser: rV 
Para verificar la equivalencia de dos renormelizeciones de Hadamard 
w- podemos calcular la diferencia de dos C TPu > calculados con 
propagadores definidos por coeficientes distintos. 
expre'siin (2.26) se obtiene fscilmente: ' 
I 
12 'l 
+ (c, - 2, 4 (2- 1/61 (s - A)) + CCZ - 5;) @/YJ 
ruT 
De esta expresi& vemos que la diferencia entre 10s dos < T ,j > puede /cC 
sep absorbide en una renormalizacidn finita de las constantes de la 
teorfa y por lo tanto carece de significado ffsico. O t ~ a  
caractecfstica que puede diferenciar a dor propagadores de Hadamard cs 
la escala /K definida en (2.12). que coma dijimor antes result. 
arbitraria. Puede verse en forma inmediata que si cambiamos la escala 
d e p  a p t  el propagador cambia de la sipuiente manera: 
y en consecuencia el < T ~ J >  se transforma en: 
I = - +('$ ) + 
~ 6 7 f < q , , )  rn R~R~<T''Q) - 1 (3 HN 
De esta iltima expresio'n vemos que nurvamente la diferencia puede ser 
absorbida en una renormalizacith finita de las constantes de la 
teorfa. En conaecuencia hemos demostrado la equivalencia ffsica entre 
dos reno~malizaci~nes de Hadamard cualesquiera. 
Por ;ltimo. vale la pena comentar algunos aspcctos del 1hite de 
masa nula. Evidentemente ai m=O no es lccito utilizar las expresiones 
(2.25). En efecto, este m;todo no nos permite construir saluciones de 
Hadamard para masa nula (no existen soluciones de Hadamard simgtricao 
construidar s6lamcnte a partir de clemcntos geoa6tricos que tengan 
significado en cualquier mgtrica de fondo y que no presenten 
comportamientos patoldgicos en el lfmite no masivo, ver. Harari 
(i984)). Formalmente lo que podemos hacer c s  obtaner el resultado en 
este caso como el limite para m 3 0  del caso masivo. De e s t a  manera 
podemos reobtener el conocido resultado para la anomalia de traza (a 
la quc nos referimos en el capffulo 1).  El c&lculo puede hacerse en 
forma sencilla si tenemos en cusnta que para un campo con ac~plemiento 
10s dos primeros t&minos del lado derecho son formalmente nulos 
mientras que el Gltimo (usando la expresidn (2.26)) rarulta ser 
Este resultado es igual a1 expuesto en (1.41) a menos de una 
renormalizrci&n finita de las constenter 6, y eZ , ya que las trazas 
(4) (=I 
de %, t j  i% son proporcionales a R . La presrncia da la 
anomalfa de traza es una consecuencia inevitable de este esquema dc 
# 
renormal izacion. 
Una de las caracterfstices esenciales de la renormalizaci6n de 
Hadamard r s  que lo que se sustree para renormalizar a < T ,) 3 es algo P' 
de carActer puramente geome*trico. Es POT eso que se la suele  llamar 
"renormalizacidn independiente del estado" ya que para renormalizar 
<y ( > se debe sustraer la mi& cantidad . independienterente 
del estado cuintico del sistema. Sin embargo, este nombre no es del 
todo feliz ye gue lo cierto es pue la renormalizacidn de Hsdamard sdlo 
es aplicable a una clase de estados a 10s que llamamos ffsicas. Estos 
estados son aquellos que curnplen que < T > reproduce la estructurr P'J 
nf 
singular da C T > (ampliaremos este comentario en el cap:tulo 3). P" 
2.2. ~enormalizaci6n mfnima 
Se han desarrollado otras tgcnicas de renarmali raci6n que 
intentan eliminar la presencia de lor t6rmi'nos an&alos en C TP,,>- 
Sin embargo, no existe hasta el momento ningcn mgtodo de 
renormalizacio~n covariante, aplicable en cualquier geometria de fondo, 
que permita librarse de la anomslfa de traza. 
/ 
El m6todo de renormalizacidn mfnima ha sido uti/lirado en 
numerosos trabajos (ver B~out, Englect y Gunzig, 1978, 1979, Brout e t  
al, 1980 y Albrecht y Brandemberger, 1985). Estos trabajas esta'n 
formulados exclusivamente en m6tricas de Robertson-Walker. Hamos 
realitado una generalizacidn da dicho mgtado eplicable a cualquier 
mktrica conforme a1 espacio de Minkowski, utilizando el mismo lenguaje 
que en la renormalizacidn de Hadamard (ver Castagnino, Gunrig, Nardone 
y Paz, 1986). En este pirrafo explicaremos brevemente en qu& consist@ 
dicho m6todo. 
Consideremos el conjunto de mhtricas que son conCormes a l  espacio 
de Minkowski y repitamos la constru;cidn de lqs cantidades X y 
gar0 usando ahora 10s objetos geom;tricos de esas mgtricas donde 
por ejemplo el tensor de Riemann puede ser escrito en t6rminos del de 
Ricci y del tensor m6trico. Mantendremos el requisite de que el 
llmite Minkowskiano sea el usual pero ademis impondremos qua la masa 
s6lo aparezca en el numerador de las expresiones de forma tal de que 
el l h i t e  de masa nula e s t 6  bien definido para esas cantidades (esto 
es posible en mhtricas con tensor de Weyl nu10 peror came dijimor 
antes no puede hacerse en general). La forma ma's general que pueden 
tener las cantidades X y , ,  es (ver Harari (1984)): 
dande 4, B, C ,  C + y C3 son pardmetros reales. caso de 
acoplamiento conforme (a1 que nos restringiremos en es.ta seccidn) si 
padimos que se satisfagan las condiciones (2.13) abservamos que r e  
deben cumplir las siguientes identidades: 
c,, -C3 = -I 
180 
por lo tanto el dnico para'metro libre es A. La ecuaciok (2.23) nos 
4 a r  
permite construir < T > que resulta ser: 
donde con las letras CP queremos significar "canf~rmemente piano". Si 
def inimos ahora € TPq >cp seg;n: 
es fgcil comprobar que su traza resulta ser: 
y que edema's su divergencia es nula (16 que es obvio ya que se 
satisfacen las condiciones (2.15)). La renormali zacign mfnima se 
define de la siguiente manera: 
ta. 351 
Una primera observacio)n que pademar hacer es que teniendo en cuenta la 
ecuacign (2.341, es inmediato comprobar que no aparere la anomalfa de 
traza, es decir: 
Si queremos comparar la renormalizaci6n mfnima con una renormalizaci6n 
de Hadamard podemos utilizar la siguiente ex~resign: 
Si elegimos en particular comparar con la renormalizaci6n de S-D (ye 
sabemos que todas las renormalizaciones de Hadamard son equivalentes 
entre sf) se puede verificar la siguiente igualdad (que se 
partir de ( 2 . 2 6 )  y (2.32)): 
obtiene a 
De esta expresidn se puede verificar que ambas renormalizaciones. no 
son equivalentes ya quesel lado derecho de la ecuacidn (2.38) no puede 
expresarse como combinacio'n lineal de 10s tensores que aparecen del 
lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein semicldsicas. El h i c o  
coeficiente que habl'a quedado libre era A y, como pademos ver de 
su papel no es 'importante ya que su contribuci6n a 
< T v >r- puede ser absarbida en una renormalizacidn finita de la /k Yllih 
constante de Newton. Sin embargo vale la pena mencionar el aiguiente 
hecho: si elegimos el valor de A=-1/18, podemos observar a partir de 
(2.30) que en el limite de masa cero se obtiene la siguiente igualdad: 
Este es el preciso valor de t u F 6 3  que genera el propagador asociado a1 
vacio conforme que ea el vacfo "natural1I en este tip0 de mktricas (si 
la teorca es invariante conforme como en nuestro caso). En 
consecuenciar la renormalizacio'n minima puede entenderse como la 
renormalizacidn natural en las mhtricas conformemente planes: 10s 
para'metros del propagador qua se sustrae para renormalizar son 
construidos con objetos geom~tricos asociados a dichas geamctrgas (y 
el 6nico cueficiente que queda indeterhinddo puede ser fijado, si se 
desea, pidiendo que este propagador sea el asociado a1 vacco conforme 
en el limite no masivo). El grave defect0 de este tip0 de 
renorma i izacidn es justamente que s610 puede ser formulada en m6tricas 
conformes a1 plan0 mientras que la renormalizacith de Hadamard puede 
ser puesta en prictica en cualquier mbtrica de fondo. Este hecho hace 
/ 
a la renormalizaci6n de Hadamard much0 mas atractiva que a la 
renormalizacidn mr'nima. En el capitulo 4 analizaremos c6mo incide en 
el tipo de soluciones de las ecuaciones de Einstein ~ e m i c l a ~ i c a s  el
uso de uno u otra tip0 de renormalizaci6n. 
I 
Uno de 10s mitodos mbs usados en la literatura para abordar el 
se denomina "regulariracidn 
adiabgtica". Este mQtodo fue formulado por Parker y Fulling (1974) 
para mgtricas 'de Robertson-Walker y luego extendido par Parker, 
Fulling para mBtricas tip0 Bianchi I. El nombrc 
"regular izaci6n adiab6tica1' puede introducir cierta conCusio'n y a  que, 
como veremos, bste no es un me'todo de regularizacick tentendiendo par 
regularizaci6n a aquel proceso que vuelve finita una cantidad ma1 
definida) sin0 una forma de plantear el ca'lculo de € 5, >rech(serfa 
m&s adecuado denominarlo sustraccign adiab6tica tal coma plantca 
Birrell (1979 a)). En esta secci6n describiremos este procedimiento y 
lo utiliraremos para abordar el cilculo de € Tfi, >rfi en algunos 
ejemplos concretes. Para fijar ideas nos restringiremos a considerar 
* 
mgtriias en las cuales el elemento de arco es: 
estos espacio-tiempos tienen secciones espaciales planas q son de 
bastante ,interis cosmolo'gico. La ecuacioir de Klein-Gordon puede 
resolverse por separacidn de variables, 
3c 
solucictnes es del tipo < ) 3 con: 
una base razonable de 
en la que utilizamos la sig"iente notaci6n 
U 
Es 6til reesc~ibir a la funci6n /4dC4)  de la siguiente manera: 
y a  que la ortonormalidad de la base en el product0 interno definido en 
(2.2) est: garantirada si la funci6n Rg es real. Podemos reescribir 
la ecuacidn (2.41) como: 
Haste aquf no hemos hecho m6s que un cembio de variables que as 
adecuado para implementar un desarrollo tipo WKB. En efectol la 
ecuacio'n (2. 44) puede resolverse en forma iterativa: 
s i  i 
depende del tiempo di' - W p  es sotuci6n exacta de (2.44).  Si 
tomamas a esta funcidn como solucih de orden cero g camenzamos a 
iterar la ecuacidn definiendo sucesivamente las soluciones de arden n 
e partir de las de orden n-1 segGn: 
podemos verificar que (repitiendo el proceso infinitas veces) se 
obtiene una expresi6n d e l  siguiente tipo: 
donde lor coeficiantes A;(;)  son funciones de lor pardmetros y de 1as 
derivadas de la m6trica , , . Podemos ob tener una 
9oluci6n aproximada de la ecuacik (2.44)  a la qua llarnaremos soluci6n 
adiab6tica de orden N si en 10s coeficientes A j ~ g )  puts aparecen en 
(2.46) retenemas solamente aquellos tirminos que contengan a lo sumo N 
derivadas de la mgtrica. Estas.soluciones aproximadas sera'n una buena 
aproximaci6n a la solucidn exacta en regiones en las que la mgtrica no 
varie mucho. Si reemplazamos las soluciones aproximadas en la 
ecuaci6n ( 2 . 4 3 ) ~  construimos un conjunto de solucionea aproximadas de 
jc 
la ecuaci6n ((2.41) a1 que denotaremos como C &ar(&> , UE*p(*> >. 
Cualquier funcibn -fZ(t) solucidn texacta) de la ecuacio'n (2. 41) pucde 
U 
escribirse como combinaci6n lineal de 1as funciones &-ap,.) t j  ,Uzoprfi, 
donde, coma &++,) c s  una solucidn aproximada de la ecuacib. los 
"coeficientes" He(+) y p,i (4) son funciones del tiempo sdlo a trave's 
de tgrminos que son de orden adiabgtico mayor que N. Si 10s 
coef icientea d@ ft) y ( son tales que en un instante cualquiera e 
cumplen que dc(-ko\= , pi = a diremos quc el con junto 
r 
C $,-(t), &(t) ) es una base adiabgtica d e  orden N de la ecuacign 
(2 .41) .  De esta forma podemos definir t a m b i h  una base adiaba'tica. de 
solucianes de la ecuaci6n de Klein-Gordon compuesta por mados normales 
a 10s que se denomina mados adiabgticos de orden N. Si desarrollamos 
el campo en esa base padremos definir operadores de creacik y 
aniquilaci6n a partir de 10s cuales se define el estado de vacr/o 
adiaba'tico de orden N (al.clue denotaremor mediante 1 y los 
correspondientes estados de particula. Como podemos observar la 
eleccia'n , de la m6trica (2.39) no jug& ningGn papel importante. Lo 
esencial para poder aplicar el mdtodo es que la ecuacich pueda ser 
resuelta por separacign de variables lo cual ocurre tambi6n con otro 
tipa de m6tricas (como por ejemplo las de Robertson-Walker con 
curvatura espacial no nula). 
La receta de la regular.izaci6n adiabitica para el c;lculo de 
< T/, >- es la siguiente: 
donde en la expresi6n € Q \  Tp \ 0 > conservamos solamente las 
a& d q  
contribuciones de hasta cuarto orde; adiabgtico. Observando esta 
expresidn se hace evidente el motivo par el cual dijimos que fe\nombre 
l'regularizacidn adiaba'tica" no es apropiado: ambos tgrminos en (2.48) 
son divcrgentcs y para efectuar la diferencia es necesario implementar 
un verdadero mdtodo de regularizacio'n (cut-off, regularizacibn 
dimensional, point-splitting, etc 1. 
Una pregunta surge naturalmente: es equivalente calcular 
= T p ~  +& utilizando la f6rmula (2.48) a hacerlo usando el me'todo 
expurlto en la seccidn 2. I?. S i  notamos que I TTry \ O e ~ , + ,  puede 
.calcularse utilizando la fo'rmula (2.111 aplicada a1 propagador 
adiabstico definido como 
podemos decir que la equivalencia de ambos m6todos queda garantizada 
si se demuestra que este propagador adiabstico es una forma de 
Hadamard. Esta afirmacih s6lo fue demostrada explfcitarnente para 
mdtricas de Robertson-Walker espacialmente planas (ver Birrell C1979), 
Harari (1984)) y para mgtricas tip0 Bianchi I (~dfier (19841, Bernard 
(1986)). Consideraremos vilida esta efirmaci6n postergando hasta el 
prdximo capftulo una demostracich de la misma para mgtricas del tipo 
(2.39) y tipo Robertson-Walker con curvatura espacial no nula. 
El metodo de regularizacikn adiabgtica resulta bastante natural' 
si recordamos que, como vimos en el capitulo 1, el propagador 
renorrnalixado se puede calcular a partir del propagador sin 
\ renormalizar sustrayendo 10s tres primer05 t6rminos del dcsarrollo de 
DsWitt-Schwinger. Estor tgrminos son todor 10s que hay con orden 
adiabitico menor o igual que cuatro. La regularizaci6n adiaba'tica nos 
propone calcular estos tirminos haciendo un desarrollo adiabgtico a1 
nivel de 10s modos normales. 
Pese a qua el c&lculo de <TPy >ceu resulta m&s sencillo con este 
me'todo que con otros procedimientos, son contados 10s casos en 10s que 
es posible obtener un resultado analr/tico. Esto es asf ya que para 
poder encarar el cdlculo hay que poder resolver en forma exacta la 
ecuacia'n de campo 10 cual es posible sdlo en algunas mitricas 
particulares. Vno de 10s casos m$s importantes en 10s que es eosible 
realizar todos 10s cdlculos en forma analitica es el del espacio de 
DeSitter. El ca'lculo de <Ty, en este espacio fue realizado por 
distintos autores usando varios mitodos: Dowker y Chrichley (1376) y 
Mamaev y Mostepanenko (1980) lo hicieron para campcts escalares 
utilizando regularizaci6n dimensional y el mktodo de regulari.zaci6n de 
Pauli-Villars respectivamentei estos mismos mitodos fueron usados en 
el caso de campos de espfn 112 por Candelas y Raine (19753 y por 
Mamaev y Mostepanenko (1980). 
Nosotros hemos aplicado el m6todo de regularizacidn adiabaica 
para calcular la traza de <Tb, >,en el espacio de DeSitter para 
campos masivos de espcn arbitrario (ver Castagnino, .Harari y Par (1486 
a y b)). En lo que resta de este capr'tulo expondremos esos 
resultados. El formalismo que utilizamos~ que permite trabajar de 
manera unificada con campos de distinto espinj hace uso de 10s "campos 
de Weinberg". Estos campos fueron introducidos por Weinberg (1964 
a l b )  en el espacio de Minkowski. Varios autores lo5 estudiaron luego 
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en me'xtricas ma's generales (ver Dowker y Dowker - (1966), Greensing 
(1977)) y en particular Birrell (1979 b )  formuld de manera muy 
completa la teoria que describe la dingmica de estos campas en el 
espacio de DeSitter. 
Los campos de Weinberg viven en la representacio'n (s,O)FB(Ols) de1 
grupo de Lorentz y por lo tanto son espinoree con 2(25+1) componentes. 
En el espacio de Minkowski cada una de las componentes satisface la 
ecuacio'n de Klein-Gordon y ademds se cumplen otras ecuaciones que 
vinculan las componentes de ( ~ ~ 0 1  con las de (0 ,  s) (ver por ejemplo 
Weinberg (1964b) o Grensing (1977)). Para tratar con camp05 de espr/n 
arbitrario en el espacio tiempo curvo es conveniente utilizar el 
PI,* formalismo de titradas (ver el ape%dice 1 para la notacidn). La 
ecuacign de Klein-Gordon generalizada se escribe entonces reemplazando 
las derivadas ordinarias por derivadas covariantes con la adecuada 
conexign espinorial. En nuestro caso, la ecuacio'n que satisface la 
parte (s10) del campo es: 
' donde ( y (5); son 1.1 conecciones esp  inariales 
correspondientes a la representaci6n 1 2  1 2  0 y (SI 0 )  
respectivamente (la ecuacich que satisface la parte (0,s) del camp0 es 
exactamente angloga a la anteriar y las ecuaciones que vinculan las 
distintas componentes pueden verse por ejemplo en el trabajo de 
Grensing~ 1977). Si se quiere asegurar la invariancia de la5 
ecuaciones de campo ante transformaciones conformes de la mgtrica en 
. 
el lcmite de masa nula. se deb. agregar a la.ecuaci6n (2.50) un 
tgrmino de acoplamiento con la curvatura. 
se convierte en: 
De este mod0 esta 
donde con el scmbolo \V denotamos a1 operador dcl primer tgrmino 
de (2. 5 0 ) .  Estudiando la forma en pue el operador se 
transforma ante una transformeci6n con9orme de la mgtrica se puede 
demostrar que el acoplamiento conforme corresponde a1 valor 
p=(s+l)/6 (ver Birrell, 1979). En 10 puts sipue utilireremos la 
siguiente notacidn: 
La ecuaci6n (2. 51) puede escribirse explicitamente en el espacio 
de DeSitter en el cual el elemento de arc0 es: 
en eCectol la parte { S I O )  del campo satisface la oiguiente ecuacio/n 
donde rbJ son 10s generadores del grupo de Lorentz en 
representaci6n ( ~ ~ 0 ) .  Esta ecuacich puede ser resualta expl~citanente 
por separacio/n de variables si se desarrolla a1 campo en una base de 
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autoebstados de la helicidad. Para ver esto propon-emos soluciones d e l  
donde 10s erpinores % ( ~ : 5 ~ )  son (2s+l) espinores (etiquetadas con el 
indice s que varca entre -s y s) que forman una base de la 
representaci6n ( ~ ~ 0 )  siendo cada uno de ellos un autovector del 
operador de helicidad. La ecuacia'n que satisface la parte temporal de 
10s modos puede resolverse exactamente en te'rminos de las funciones de 
Whittaker (ver Cradshteyn y Ryzhik, 1965). Teniendo en cuenta que en 
la representaci6n (sr O )  se cumple que 6;,= - J; y que 10s espinores 
3((;,~,) vsrif ican (puede verse una construcci$n erplicita de sstos 
espinores en 10s trabajos de Weinberg, 1964 a y b ) :  
la ecuaci6n (2. 54) se reduce a la siguiente: 
Una base de soluciones de esta ecuacidn es 
2 
3 donde 9 = 4 - 122 - M-2 + 5(5+1) siendo 4 H Z  
Ws 0 ("1 las funciones de Whittacker (ver Gradshteyn y Rythik, 1445). 3 r 
La elecci6n de una determinada funcio'n de esta base para construir 10s 
modas normales ( 2 . 5 5 )  corresponde como sabemos a la eleccidn de un 
estado de vacfo particular. En el capitulo 3 discutiremos mds 
ampliamante 10s criterios que pueden usarse para hacer esta eleccidnl 
para *nuestro c&lculo utilizeremos lasefunciones bd Y?, 53 -5, J flue 
tienen la propiedad de que en el limite de masa nula y acoplamiento 
conforme corresponden a 10s modos que se obtienen a partir de las 
ondas planas mediante una transformacith conforme ya que: 
Estos mad05 tienen tambikn el mismo comportamiento (para p +03 1 que 
las que abtendremos mediante el desarrollo adiaba'tico (lo quet como re 
demuestra en el capftulo 3, cs imprescindible para aswgurar- la 
renarmalizabilidad del <Tkv>). Finalmente el campo de Weinberg puede 
ser desarrollado en la base que se construye con lo5 modos ( 2 . 5 5 )  ( y  
con 10s correspondientes a la parte (01s) del camp01 de la siguiente 
manera: 
con 
) tiene una expresi6n analogs que puede consultarre en el 
trabajo de Birrell (1979 b). Los mados normales esta'n 
ortonormalizados en el product0 interno definido de La siguiente 
f orma: 
f 
10s operadores d c , ~ ~  son operadores de creacign de partcculas (que 
momento y helicidad bien definidas) y 10s operadores 
t 
b g l f 3  son operadores de creacion de antiparticulas del mismo tipo. 
Si calculamos el valor de espectaciofr de vacio de la traza dsl 
tensor momento obtenemos el siguiente resultado 
(trabajaremos solamente en el caso de acoplamiento conforme): 
donde 
Esta cantidad, comb era de esperar, es divergent@ ya que cada una de 
las integrales en la sumatoria es infinita. Para renormalizarla 
P' sabemos que lo que debemos sustraer es CT, >a~le ) .  Para calcular esta 
crntidad debemos hacer el desarrollo adiabdtico de 10s modos normales 
tal como vimos anteriormente. Para ello proponemos un cambio de 
variables an6logo a1 realizado en (2.43) escribiendo 10s modos 
normales definidos en ( 2 . 5 7 )  de la siguiente forma: 
s o n  2 ( 2 s + l )  f u n c i o n e s  i n d e p e n d i e n t s s  qua  
s a t i s f a c e n  l a s  s i g u i e n t e s  e c u a c i o n e s  ( q u e  s o n  las a n b l o g a s  a las 
(510) 
d o n d e c u a n d o  epa rac .  T tornaremos e l  s i g n o  d e  a r r i b a  p a r a  q f S 3 y  e l  d e  
(0,s) 
a b a j o  p a r a  q-,s, m i e n t r a s  que  con un pun to  denotamos l a  de r i -vada  
r e s p e c t o  d e  P ( l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  (2.611 para PC) y (2 .43)  p r o v i e n e  ( 
qua aquC u t i l i z a m o s  e l  t i empo  can fo rme) .  Si  a h o r a  r e s o l v e m o ~  
i t e r a t i v a m e n t e  e s t a  ecuacio'n r e t e n i e n d o  10s ' t 6 r m i n o s  de  hasta c u a r t o  
o r d e n  a d i a b a / t i c o ,  despue's de  un c a ' l c u l o  b a s t a n t e  t e d i o s o  ( q u e  podrca  
t a rdar  unos  pocos  segundos  con  un programs d e  m a n i p u l a c i 6 n  a l g e b r a i c a )  
obtenemos:  
donde  
rz(7-1.&)- 5(s+O 2 
P Lo que  debemos c a l c u l a r  e s  e l  d e s a r r o l l o  a c u a r t o  o r d e n  d e  <T,,>. 
E s t e  v a l o r  de  e spec t ac io ' n ,  e s c r i t o  
d e f i h i d a s  en  ( 2 . 6 0 )  r e s u l t a  ser:  
en  t&minos  d e  las  c a n t i d a d e s  
Reemplazando el desarrollo 42-62] en esta Jltima expresio)n y haeiendo 
algunas cuentas obtsnemos: 
Como esper$bamos esta expresio5 resulta tambikn divergente pero tiene 
una contribucidn finita que, como verernost es de gran importancia. 
La receta de regulerizaci6n adiabBtica nos dice que el valor de 
/ 
< T ~ %  se celcula sustrayendo (2.64)  de (2. 39), es drcir: P 644- 
Como dijimos antes, para realizar finalmenfe el cdlculo es 
necesario regularizar las integrales divergentes que aparecen en esta 
expresi6n. Antes de hacer eso podemos observar. queY es lo que se 
obtierte si en ( 2 . 6 5 )  se tom. el limits d; mesa nula.. Como sc observa. 
10s Lnicos t6rminos que sobreviven son 10s dos primeros g el resultado 
es: 
Esta es la famosa contribucidn ano'mala que y a  ha sido mencionada antes 
(para campos de distinto espfn ya habia sido calculada antes por otros 
autores, por e jemplo Birrell, (1979)). 
Para hacer la sustracci6n necesaria en ( 2 . 6 5 )  las integrales 
pueden regularizarse de una manera semejante a la forma en que se 
trabaja en regularizaci6n dimensional: en todas la5 integrales qua 
aparecen se hace el siguiente cambio 
para alg6n rango de valores de C lrs integrales que aparecen estgn 
bien definidas (todas ellas). La sustracci6n se realiza manteniendo 
&$ o y a1 final del ce'lculo se toma el lfmite 6-> o . Lo+ detalles 
de 10s ca'lculos pueden encontrarse en el apgndice 2. Erte mgtado 
P permite obtener el valor de <Tp >m para campos de cualquier espfn. 
Los reeultados para campos de @spin 01 1/2 y 1 son 10s siguientes: 
Las ~ 6 r m u l a s  (2.67) y (2. 6€3) coinciden con 10s rasultados conacidos en 
la literature que hablbn sido calculados con otror m;todos. 
CAPITULO 3 
El problema del vacio 
Ya hemos hecho mencio'n en esta tesis a1 problema de la ambiguedad 
en la definicidn del estado de vacfo.  En este ca~ftulo no5 ocuparemos 
del tema con mayor amplitud. Como d i  jimos antes, el problema esti 
originado en el hecho de que en general no existe ningu/n criteria a 
priori que permita seleccionar una base para desarrollar el campo y 
definir as$ operadores de creacio'i, y destruccign a parti? de 10s 
cuales construir el espacio de Fock del sistema. Expongamos el 
prob lema utilizando otras palabras. Sea un espacio-tiempo ' 
(globalmente hiperbo'lico) en el cual tenemos un observador 0.  Como es 
sabido, en relatividad general un observador puede entenderse 
simplemente coma una foliaci6n de la variedad (con hipersuperficies de 
Cauchy Z ) que define una nocio'n natural de tiempo y espacio. Si 
queremas estudiar un campo cua'ntico (libre), para definir su espacio 
de estados necesitamos seleccionar una base de soluciones de la 
ecuacih de campo. Cada base est6 un~vocamente definida par 10s datos 
de Cauchy que sus modos normales poseen sobre una hipersuperficie de 
Cauchy. For lo tanto debemos dar dlg& criterio que nos permita 
10s datoo de Cauchy que definan a la base fisicamente 
admisible. Distintos juegos de datos de Cauchy dara'n lugar a 
distintas bases y por lo tanto a distintos Hmodeloo de partll'culau. 
* 
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Supongamas que tenemos un criterio para seleccionar ciertos datos 
de Cauchy (sobre una hipersuperficie 1 y definir asf una base 
privilegiada. Hay dos situaciones interesantes que pueden plantearse 
y que nos ensefian que el concepto de vacio no es un concepta trivial. 
La primera situacidn interesante es la siguiente: en el mismo 
espacio-tiempo podemos tener otro observador 0' (es decir otra 
foliacidn) que define su base privilegiada apelando a1 mismo tipo de 
criterio que el observador O lo que le permite eIe9ir ciertos datos- de 
Cauchy privilegiados sobre una hipereuperf icie ' (que eventualmente 
podria caincidir con la hipersuperficie usada por el observador 
0 ) .  Puede demostrarle que el estado que el observador 0 considera 
vacio no seri en general el mismo sstado que aquel que 0' eligi6 como 
vacco, Las bases privilegiadas asociadas a 10s dos ob5ervadores 
podrih relacionarse a travgs de una transformacio/n de Bogoliubov del 
tip0 de la ( 2 . 7 )  que en general podra/ tener coeficientes 
Pet. diferentes de cero. En ese caso, si se calcula el valor de 
espectaci6n del n h e r o  de part$culas en un dado modo {definida por el 
observador 0 )  en el estado de vacgo asociado a1 observado~ 0' puede 
mostrarse ficilmente que: 
donde 10s coeficientes fjr son 10s pue intervienen en la 
transformaci6n de Bogoliubov que vincula la base asociada a O con la 
asociada a O '  y 10s operadores 4 son lor; asociados a la base elegida 
por el observador 0. Suele decirse pal. esto, que el concepto de v a c h  
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es dependiente del observador. Un ejemplo cilebre qn la literatura es 
el de 10s observadores de Rindler y Minkowski. En el espacio-tiempo 
plano 10s observadores privilegiados son 10s inercialesi dos 
observadores inerciales que utilizan el mismo criterio para 
seleccionar una base privilegiada (las ondas planas) encontrara'n que 
aunque f i ~ e n  los datos de Cauchy que definan la base en 
hipersupcrficies distintas (lo natural es que cada uno utilice una 
hipersuperficie de tiempo constante) el estado de vacfo serge1 mismo 
para 10s dos (en otras palabras, la transformacidn de Bogoliubov que 
vincula ambas bases tendrd todos lo. coef icientas fur'  nulos). -Sin 
embargo si utilizamos un sistema de observadares uniformemente 
ecelerados (sistema de Rindler) puede comprobarse que, Lo que un 
observador inercial considera como vacr(o, el observador acelerado lo 
ve como un baiio t6rmico (y viceversa). E s t e  hecho 9ue notado par 
primere ver por Fulling (1973) (y a 1. temperatura asociada a este 
fendmeno se la suele denominar kemperatura de Fulling). La t e o r h  
cudntica de campos formulada por observadores acelerados en forma 
arbitraria y el estudio de 10s efectos tgrmicos asociados a ella fue 
analixada con gran generalidad par ~a'nchez (1979, 1981) usando la 
tgcnica de 10s mappings analfticos. Otro ejemplo de este tipol 
c6lebre en la literatura, es el de la radiaci6n de Hawking en 10s 
espacios de Shwarshild y DeSitter. Un aspecfo en c o m h  entre todos 
estos ejemplos es que en todos cllos aparecen horizontes de eventos 
para 10s observadores acelerados. Resulta muy interesantc la 
vinculacich que tiene este hecho con la aparicid'ir de lo+ efectos 
tBrmicos que mencionamos antes (en realidad se ha demostrado que la 
radiacign de Hawking no es de naturalera te'rmica y a  que presenta la 
prapiedad de ser coherente, cuando nos hemos refcrido aquE a que un 
0 
observador detecta un baiio tkrmico hemos querido d e ~ i r  solarnente que 
la distribuci6n de particulas es de tip0 Planckianol para rlarificar 
eatoe aspect05 pueden verse 10s recientes trabajos d a  Lee (1986) y 
Friedberg, Lee y Pang (1987)). 
La otra situacidn interesante qua puede plantearse es la que da 
lugar a1 fengmeno de creacio'n de particulae. Supongamos que el 
observador O establece un criterio para elegir datos de Cauchq en una 
hipersuperficie . Usando el mismo criterio eli9e otros datos de 
Cauchy en la hipersuperficie 2' . Puede ocurrir que lae funciones 
de la base definida por 10s datos de Cauchy privilegiados en la 
hipersuperficie f. cuando se prapagan hasta la hipersuperficie 
' no resulten ser aquellas funcionss definidas por 10s datos de 
Cauchy privilegiados en la hipersuperficie sf . Esto quiere decir 
que el estado que es un vacfo fJsicamenta aceptable en la 
hipersuperficie Z puede no serlo en z' . En la literatura 
apatecen numerosos ejemplos de c&lculos de creaci6n de partirulas por 
este mecanismo que a veces suele denominarse "creaci6n cosmolb'gica de 
partt'culas" (ver Parker (1969)1 Castagnino, Verbeure y Weder (197518 
Castagnino,' Chimento y Harari (19821, etc). Recientemente este 
fena'meno fue usado por Abbott y Harari (1986) para calcular el 
espectro de gravitones presentes en el universo actual. Lao 
partr(cu1as son creadas a expensas del campo gravitatorio que act& 
coma una fuente externa. Un fen6meno ana'logo a 6ste se ha estudiado 
en el espacio de Minkowski y consiste en la creacih de particulas por 
el movimiento de contornos que limitan el espacio iespejoa, mc$vilesI 
ver Ferraro, 1986, Castagnino y Ferraro, 1984, 19851 Castagnino, 
Mazzitelli y Paz, 1987, e t c ) .  E s t e  Gltimo efecto se ha denominado 
efecto anticasimir ya que la fuerza que las particulas creadas ejercen 
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sobre 10s contornos, se opone a la fuerza de Casimir que tiende a 
unirlos. 
En todo el comentario precedente hemos evitada referirnos a un 
aspect0 que resulta fundamental. Hemos dicho que para ejegir una base 
hace falta seleccionar ciertos datos de Cauchy utilizando alg6n 
cciterio f<sicol pero en ning6n momento axplicitamos ese criterio. LO 
cierto es que en la literatura existe una gran diversidad de criterios 
propusstos. La mayorl/a r e  aplica solamante a situaciones 
particulares. Por ejemplo, cuando el espacio tiempo posee un vector 
de Killing de tipo temporal puede definirse de una manera natural la 
noci6n de modos de frecuencia positiva o negativa y con ello 
privilegiar un cierto tipo de base. Otro caso de este Cipo es el 
denominado modelo conforme ial que hicimos referencia en la secci6n 
2.2) : cuando el espacio-tiempo es conforme a1 de Minkowski y las 
ecuaciones de campo son invariantes frente a transformaciones 
conformesr es posible introducir un modela natural a partir de las 
ondas planas Minkowskianas. 
Recientemente se ha planteado un criterio mgs genera11 que abarca 
a 10s dos ejemplos antes citados (Killing y conforms) como casos 
particulares (ver Ferraro, 1986, Castagnino y Ferraro, 1987). Dado un 
observador 01 puede definirse un operador hamiltoniana Cdependiente 
del observadar) de la siguiente manera: 
dondr el vector V (que caractarire a1 dbservador) .=st; dePinido como 
k siendo T el tiempo natural asociado a1 observador g df r  es el 
dT 
elemento de &ea normal a la hipersuperficie . El criteria 
establecido por Ferraro y Castagnino a1 que llamaremo~ "FC"O puede 
qormularse de dos maneras equivalentes: 11 Los datos de Cauchy son 
tales que el operador HF resulta diagonal sobre el erpacio de Fock 
(en la base de ndmeroa de ocupacign) y 21 Los datos de Cauchy son 10s 
pue hecen que la cantidad <oI W g  ( 0  3 sea mcnima. 
Este criterio (el F C )  es de naturaleza global ya que involucrs a 
una cantidad# el H s  dado en (3.21, que est; definida como una 
integral sobre toda una hipersuperficie de tipo espacial. 
De todos 10s criterios existentesr el FC parece ser el mss 
general ya qua abarca casi todos 10s ejemplos conocidbs en la 
literatura. Sin embargo hay un aspecto fundamental a1 que antes hemos 
hecho mencio'n. Para que la teorfa tenga sentido fr'sicol es necesario 
que sea renormalizable. De acuerdo a lo que discutimos en 2. 1, esta 
condici6n implica necesariamente una fuerte restriccia'n sobre 10s 
posibles estados de vacfo. Por ciertoI saberno3 que una condicign 
suficiente para garantizar la renormalizabilidad de la teorl'a es que 
el nu'cleo 6 ,  (x, x ' )  tenga estructura de Hadamard. Una condicih menos 
restrictiva consiste en pedir que el nu'cleo G ,  (xt x ' )  de/ lugar a un 
< T k +  > que tenga las mismas diverpenciss que las dc C Tpv (ver 
11.1). Esta Gltima condici6n es necesaria y suficiente para asegurar 
que la teoria sea renormalizable. Una condicidn au'n ma's de'bi18 que es 
nacesaria pero no suficiente para garantizar la renormalizabilidad, 
ebhsiste en pedir que el propagador G, (XIX') tenga el mismo tipo de 
divergencias que uno de Hadamard. En 1; pr6xima seccio'n analizaremos 
c u d l e s  s o n  l a s  c o n s e c u e n c i a s  que d e v i e n e n  d e  imponer e s t e  t i p 0  d e  
r c q u i s i t o s .  
3.2. D a t o s  de  Cauchy y e s t r u c t u r a  d e l  p ropagador .  
R e s u l t a  muy compl i cado  apa l iza r  c u d l e s  s o n  las r e s t r i c c i o n e s  que  
imponen s o b r e  10s e s t a d o s  d e  v a c f o  las  c o n d i c i o n e s  que mencionamos 
a r r i b a  si una p r e t e n d e  t rabajar  en  una me ' t r ice  g e n e r a l .  L o  haremos en  
e a p a c i o s  con m e ' t r i c a s  p a r t i c u l a ~ e s ~  eRstas s e r h  las  s i q u i e n t e s :  
las m s t r i c a s  ( 3 . 3 b )  c o r r e s p o n d e n  a 105 e s p a c i o s  d e  R o b e r t s o n  Walker 
es ipac i a lmen te  p l a n o ,  a b i e r t o  o  c e r r a d o .  
E s t u d i a r e m o s  quG r e s t r i c c i o n e s  a p a r e c e n  s a b r e  10s d a t o s  d e  Cauchy 
s i  s e  imponc la  c o n d i c i 6 n  m 6 s  d 6 b i l  d e  las que  enunc id ramas  a n t e s ,  
e s t o  es: a n a l i z a r e m o s  qu6  forma deben t e n e r  10s d a t o s  d e  Cauchy para 
que  e l  p ropagador  t e n g a  la  m i s m a  e s t r u c t u r a  d i v e r g e n t e  que uno d e  
Hadamard. 
En las mitricas que analizamos la ecuacidn de campo es separable. 
Usaremos la 
misma: 
siguiente notaci6n para las bases de soluciones de la 
'/b ( &= ( - 8 )  para 1.5 mitricas (3.3a) 1. 
Expongamos en primer lugar nuestro mitodo de anglisis (ver 
Matzitelli~ Paz y Castagninor 1987). Dadas dos bases de soluciones de 
* AI - K 
la ecuacidn de campo C .4f ; Ai 3 y € 4 ~ -  k.3, . ,@-F 
0.3'2 ' 
(consideramos que la parte espacial de 10s modos es la misma para 
lr 4 
ambas bases), podemos relacionar 10s propagadores C, (x~x') 
3 1 
asoc iados 
a cada base utilizando la expresidn (2.9) que en este caso, debido a 
que la transformacidn de Bogoliubov es diagonal (justamente por el 
hecho de que la parte espacial de las bases es la misma), se reduce a: 
)r 




C A  ( X ~ X ' )  el asociado a CJ'+% , f i e  3 mientras quc 10s coeficientes de 
Bogoliubav son 10s definidos por la transformaci6n: 
Es fa'cil ver que 10s coc+icientes de Bogoliu.bov que vinculen 
ambas bases pueden calcularse conociendo 10s datos de Cauchy de ambas 
bases en una dada hipersuperficie (que en nuestro caso consideraremos 
definida por f =  to 1. Un c;lculo sencillo nos muestra que loo 
coeficientes de Bogoliubov pueden relacionarse de la siguiente forma: 
Supongamos que sabemos que la base icz , zLP{ es tal que su 
rV 
propagador G ,  (x, x') tiene las mismas divergencias que la5 de un 
I propagador de Hadamard, la condici6n necesaria y suficiente para que 
el propagador asociado a la' base {bE , /LC: 5 tambib la. tenga, cs 
que 10s Gltimos dos tgrminos del lado derecho de la 
sean f initos. Esto impone ciertas restricciones ' sobre 10s 
coeficientes de Bogoliubov que, a trave's de la ecuaci6n (3. pueden 
traducirse en ciertas relaciones entre 10s datos de Cauchy. 
Para rplicar este mgtodo lo primero que necesitamos es encontrar 
una base que haga el papel de la base , es decir. que sea 
tal que su propagador posea las divergencias de un propagador de 
Hadamard. Esta base sers la que se obtiene a trevgs del desarrollo 
adiab6tico explicado - en la seccio'n 2.3. Pemostraremos primer0 esta 
\ 
afirmacidn para las mdtricas antes mencionadas (tipos A y B) 
(adeudgbamos csta demostraci6n desde el capitulo 2 ) .  Para el10 
encontraremos en primer lugar, la expreriin que tiene un propagador de 
Hadamard en las mitricas que estamo; considerando y luego la 
compararemos con la del propagador adiabdtico. Debemos entonces 
escribir el propagador de Hadamard C (xsx') utilizando las 
coordenadas naturalee que aparecen en las ecuaciones (3.3). Esto 
resulta sencillo si recordamos que el cuadrado de la distancia 
geod6sica y el determinante de Van-Vleck tienen una expresidn sencilla 
las coordenadas normales que denotamos 
funciones 
A su vez las coordenadas normales pueden eecribirse en tgrminos de las 
de una carte cualquiera utilizando la siguiente expresidn (ver 
Weinberg, 1972) 
donde 
Por otra parte, 10s limites de coincidencia de las 
t x ,  x * )  pueden conocerse a partir del uso de la. rxprcsiones (2. 14) 
Vamos a concentrarnos solamente 
propagadores a tiempos iguales es decir, C t i i t  tt KC, t). 
ticnica antes descripta y las identidades del ap6ndice 1 podemos 
Ysd 
escribir las expresiones para las partes divergentes de 6 ,  ( x , x f )  en 
las  mCtricas tip0 A y tip0 B, Bstas resultan ser: 
- $; i . b x : b x J  
donde 6s -7 
" 2 tq-x'\z donde 6 s -
Z 
Debemos calcular ahora, la forma del propagador asociado a1 dcsarrollo 
adiabgtico y comprohar, en ambos tipos de mitrica, que el resultado 
que se obtiene es idgntico a1 de (3.9). Teniendo en cuenta la forms 
de la base (3.41 y escribiendo la parte temporal de la misma usando la 
notacidn de (2.4 1 e s  fkcil ver que el propagador puede escribirse 
como: 
El propagador adiabitico se calcula a partir de (3. 10) reemplarando la 
por el desarrollo adiaba'tico de (2.46 ) hasta el 
orden requerido. Para mostrar que 6 , ( x ~  x  '1 tiene las mismas 
Had 
singular idades que C , ( x ,  x ' 1  demostraremos que G , CZa tr Z ' r  t )  
coincide con lee expresiones (3.9) para todo tiempo .6 (con lo cual 
tambi6n valdrg la coincidencia de las derivadas y por 10 tanto la 
coincidencia de 10s propagadores para cualquier tip0 de separacign 
entre x y x ' i  .ver Fulling, Sweeny y Wald, (197811. 
En las mhtricas del tip0 A se tiene qua: 
0 
b 
siendo el desarrollo de aE It) haste segundo orden adiaba'tica 
(para estudiar las singularidades del propagador no hace fa l ta  ir ma's 
alld del segundo orden adiabgtico ya que las contribuciones de orden 
superior son finitas) el siguiente: 
* Y 
donde ( J  g b= (pi ":"'.I ' POT ' completitud exponetnos 
tanbibn la forma de (pue no necesitamos pare calcular 
/ El propagado~ adiabatic0 es entonces: 
El chlculo de les integrales involucradas en (3. 13) no es nada trivial 
(puede encontrarse en el aphdice 3 una versi6n m i s  detallada del 
mismo), pero puede realizarse utilizando las siguientes expresiones 
que son bien conacidas: 
b 
y hac iendo  un cambia de v a r i a b l e s  d e l  t i p o  E t -  6 E  t a l  que 
-- Despues de  un c & l c u l o  t e d i o s o  puede e n c o n t r a r s e  que l a  
ecuac idn  (3. 13) c o i n c i d e  con (3.9aI.  
e l  s i g u i e n t e :  e l  u'nico t6 rmino  d e l  c a e f i c i e n t e  
A ,  (de f  i n i d o  en (3. 1 2 a )  que c o n t r i b u y e  a  la d i v e r g e n c i a  l u g a r < t m i c a  
e s  ( z - I / L )R  ya que. como puede v e r s e - d e l  c n c u l o  exp1;citot todo l o  
demds d a  l u g a r  a  una c o n t r i b u c i 6 n  f i n i t a  pe ro  que na t i e n e  l r 'mi te  b i e n  
d e f i n i d o  cuando x j x *  ( a s t o  s o l o  o c u r r e  en m Q t r i c a s  a n i s 6 t r o p a s ) .  
Por  su  p a r t e  en l a s  m g t r i c a s  de  t i p 0  B 
I d 
l a  c o m p l i c a c i 6 n  mayor 
p r o v i e n e  d e l  hecho d e  que las s e c c i o n e s  e s p a c i a l e s  no son  p l a n a s  y por 
l o  t a n t o  la medida r e s u l t a  s e r :  
la  p a r t e  e s p a c i a l  de  10s modos de l a  
j ( a u t o f u n c i o n e s  d e l  l a p l a c i a n o )  en cada  ca ro :  
base  ( 3 . 4 )  r e s u l t a  s e r  
donde 10s Yqh(8 ,~)  son 10s arm6nicos esfe'ricos ordinaries y 10s 
7~: son proporcionales a 10s polinomios de Gegenbauer (ver Bander y (- \ 
Xtzykson, 1964) mientras que 10s TI, puede obtenerse de 
- .  . (+\ van substitugendo 7->;7( q k-2; k (son proporcionales a las Funciones 
de Gegenbauer). El desarrollo adiabstico de la parte temporal da 10s 
modos normales es m8s sencillo que antes resultando: 
&xj 




resulta ser R c  K/o-z. El propagador adiabgtico puede cslcularse 
cuando t-t' como: 
las integrales ( y  sumas) que aparecen pueden calcularse utilizando las 
reglas de suma de las funciones de Gegenbauer encontradas por Bander y 
Itztkson (1964): en primer lugar se puede demostrar que 
usando esta ecuaci6n y la f6rmula (3.14) se ve fdcilmente que la 
ecuacih (3. 18) resulta ser igual a (3.Pb). Como vemos en este caso, 
gracias a la isotropia, no aparecen te'rminos con 1l)mite ma1 definido. 
Hemos demostrado entonces que el propagador adiabitico (de 
segundo orden) tiene las mismas divergencias que un propagador de 
Hadamard en el limite x-Sx*. Podemos pasar ahora a analizar cudles 
son 10s datos de Cauchy m&s generales que producen un propagador con 
las mismas divergencias que uno de Hadamard. 
Para ello escribamos; a la base ma/s general del tip0 (3 .4)  como 
combinacidn de la adiabdtica: 
El propegador G I  (r.x8) asociado a la base en cuesti6n puede obtenerse 
3 partir del adiaba'tico utilizando la expresi6n (3.5). Ya mostramos 
que el primer tirmino de esa expresih tiene las  singularidades de un 
propagador de Hadamard y por lo tanto debemos analizar bajo 
condiciones 10s tkrminos restantes resultan f initos. Podemos ver 
fgcilmente que si la m6trica es de tip0 A, como las funciones 
espaciales son simples exponen~iales~ la condici6n P N a r k - ' )  e. 
suficiente para asegurar la convergencia de las integraleo en (3 .5 )  
(recordernos que dri es de orden 1- debido a (2.8) y que 
G * + ~  k A k  ,. En el caso de lrs m6tric.s de tipo B las funciones 
espaciales son mds complicadas y el andlisis debe ser m6s cuidadoso. 
En ese casa, debido a que 10s coeficientes de Bogoliubov no dependen 
de I f  + sin0 solo de I k I  (por la isotrop~i)I puede ha-cerse la integral 
s o b r e  las  v a r i a b l e s  a n g u l a r e s  o b t e n i 6 n d o s e :  
-3 
De estasi a c u e c i o n e s  e s  t r i v i a l  v e r  pue si (Jptu e'ce ) no a p a r e c e n  
n u e v a s  s i n g u l a r i d a d e s .  
Ahora b i e n I  la ecuacio 'n  (3.6) v i n c u l a  a 10s c o e f i c i e n t e s  d e  
B o g o l i u b o v  P i  con  10s d a t o s  d e  Cauchpi si u t i l i z a m o s  p a r a  a m b a s  
b a s e s  l a  n o t a c i 6 n  d e f i n i d a  en  (2.4311 la  e c u a c i h  (3.6) pucde  
r e e s c r i b i r s e  d e  la s i g u i e n t e  ,manera:  
En f t k m i n o s  de  l r s  f u n c i o n e s  3; y f i g d  
fZ  N BI[Y') puede  r e e s c r i b i r s e  coino: 
En consecuencia concluimos que 10s datos de Cauchy m s s  generalas 
compatibles con la condicidn de que el propagador tenga lag 
singularidades de uno de Hadamard son aquellos que coinciden con 10s 
que se obtienen del desarrollo adiabstico hasta el orden k - L .  ~n 
comantario interesante es que las condiciones (3.23) son necesarias y 
suficientes en me'tricas de Robertson Walker per0 5610 suficientes er 
el caso anisotropo. Por ejemplo si 10s datos de Cauchy son tales que 
con ~ ( c ) J Q =  0 , entonces fr N flk-0 y sin embargo puede darse el 
caso en que la5 divergencias del propagador en el lcmite x 3 x '  sean 
H a A  
las mismas que las de G ,  ( x ,  x ' ) .  De hecho esto es lo que crcurre en 
Z 
las mhtricas tip0 AI si tomamos - & = W ~ + ( T - ~ \  y a  que camo 1 
camentarnor antes, la contribuci6n del tlrmino A,- (7- 2) 6 a la 
integral (3.13) es finita (pero con limite ma1 definido). Sin embargo 
10s datos de Cauchy del tip0 (3.24) no ~esulten apropiadas y a  que Ja 
pueden aparecer singularidades no locales en el propagador (0 sea 
singularidades con x-x  '#o) (ver Najmi y Ottewill, 1385). En la 
literatura del tema han aparecido recientemente varios resultados 
compatibles con 10s nuestros~ calculados con otros me/todos en me'tricaa 
que estQn contenidas en las de tipo A o B (Najmi y OttewiLl, 1985, 
trabajendo en mgtricas de R-W espacialmente planar y Bernard, 19868 en 
m6tricas tip0 Bianchi I i  mds recientemente Anderson y Parkart 1987, 
han demostrado~ us and^ una te'cnica muy similar a la nuestrat que el 
+ 
propagador adiabgtico es una forma de Hadamard en m6tricas de RW con 
c u r v a t u r a  e s p a c i a l  p o s i t i v a ) .  
Como d i j i m o s  a n t e s ,  que e l  propagador  t e n g a  las d i v e r g e n c i a s  d e  
uno de Hadamard e s  una c o n d i c i h  muy d k b i l  que no g a r a n t i z a  l a  
r e n o r m a l i x a b i l i d a d  d e l  t e n s o r  d e  e n e r g l a  momento. S i . q u e r e m o s  imponer 
la  c o n d i c i 6 n  menos; d g b i l ,  que e s t a b l e c e  que e l  propagador  s e a  t a l  q u e  
la9 d i v e ~ g e n c i a s  en  <Tp3> s e a n  las m i s m a s  que  a p a r e c e n  
4- 
<Tpu> e n t o n c e s  dsbemos p reocuparnos  por  las c o n t r i b u c i o n e s  d e l  
t g r m i n o  proportional a 1 en  2 .  1 E s t e  te 'rmina no  c o n t r i b u y e  
a lss d i v e r g e n c i a s  de  € 3  s610 si 1 Si aceptamos  que e l  
t e n s o r  d e  energl'a-momento c a l c u l a d o  a p a r t i r  d e l  p ropagador  a d i a b g t i c o  
4 
t i e n e  las  d i v e r g e n c i a s  d e  <T I)> e n t o n c e s ' r e s u l t a  s e n c i l l o  v e r  que P 
l a  condicio 'n  que  se debe  c u m p l i r  p a r e  que e l  t e n s o r  de  energfa-momento 
c a l c u l a d o  a p a r t i r  de  (3. 5 )  tarnbign l a s  t e n g e  e s  pue 
d e  danda s e  o b t i e n e  que PC debe sar d e  orden  fl(koS) y que en  
c o n s e c u e n c i a  10s d a t o s  de  Cauchy deben c - o i n c i d i r  con  1 d e l  
d c s a r r o l  l o  ad ieb; t ico  h a s t a  e l  orden  ~(6'4). E g t o s  r e s u l t a d o s  
c o i n c i d e n  tambi6n con 10s o b t c n i d o s  ( p o r  o t r o s  m&todos)  p a r  Harari 
(1984) y L a c i a n a  (1986) en m Q t r i c a s  de  Rober t son  Walker e s p a c i a l m e n t e  
p l a n d s .  
En l o  que queda d e l  c a p f t u l o  veremos q u e  las  c o n d i c i o n e s  (3.23) 
s a b r e  10s d a t o s  de Cauchy, son  i n c o m p a t i b l e s  con 10s c r i t e r i o s  
4 1 g l a b a l e s "  u t i l i z a d o s  h a b i t u a l m e n t o  p a r a  d e f i n i r  e l  vacl'a. P a r a  h a c e r  
* 
e s t o  ' b a s t a  con e s c r i b i r  10s d a t o s  de  Cauchy quq s e l e c c i o n a n  e s t a s  
criterios y compararlos con (3.23). El criterio de diagona1izacign 
del hamiltoniano dependiente del observador (critsrio FC) aplicado en 
l a s  mhtricas de tip0 A# selecciona 10s siguientes datos de Cauchy: 
~om~ars';rdolos con 10s definidos en (3.23) vemos que son incompatibles 
salvo en situaciones particulares: regiones asintgticamente estgtdcas 
(con H==O), mgtricas is6tropas con acoplamiento conformer etc (estorr 
reoultados son anilogos a 10s hallados por Castagnino y Chimento# - 
1'786). Para m6tricaa de tip0 0 10s datos de Cauchy seleccionadas por 
el criterio global resultan ser (Ferraro, 1986): 
2 2  
La competibilidad de ambos criterios se da en 10s mismos casos que en 
las mCtricas isdtropas de tip0 A (la curvatura espacisf no influye): 
son compatibles s61o si T = i / b  o H=0. 
Ha habido recientemente algunos intentos de definir el v a c 6  
mediante un criterio global distinto (ver Weiss, 19861, El 
hamiltoniano que minimizamos (o diagonalizamos) para obtener 10s datos 
de Cauchy (3.26) y (3.27) es el definido en (3.2) que s e  abtiene a 
partir del tensor de energfa momento. Este hamiltoniano suele ser 
llamado hamiltoniano Mm6trfcoa' y es distinto del hamiltoniana candnico 
(gentfrador de la evolucia'n), ambos hamiltonianos cqinciden s o l o  en el 
caso de acoplamiento mcnimo ( f =O1. Es bien sabido que es posible 
definir infinitos hamiltonianos cano5icos para una dada teorca con una 
densidad lagrangiana tuna discusidn extensa de este punto puede 
encontrarse en el trabajo de Fulling, 19791. Una forma de seleccictnar 
uno de estos hamiltonianos y a la vet definir el estada de vacr/o 
consiste en buscar el hamiltoniano candnico que sea tal que el estado 
que lo minimice tenga asociado un propagador con estructura de 
Hadamard. En el trabajo de Weiss (1986) se demostro' que esto es 
posible si la me'trica es la de R-W espacialmente plana. Podemos 
mostrar, utilizanda nuestra receta, que el resultado puede 
generalizarse a mgtricas de RW con curvatura espacial no nula per0 que 
no puede hacerse si la mdtrica es anis6tropa. El c ~ l c u l o  es el 
siguiente: propongamos una transformaci6n can6nica del siguiente tip0 
donde h(t) es una f u n c i h  desconocida que serg f i jada a1 final del 
ca/lculo. El nuevo hamiltoniano tcan6nico1 asociado a 
variable eanchica es: 
donde 
la nueva 
Los datos de Cauchy que diagonalitan este hamiltoniano pueden 
evaluarse usando las t6cnicas estahdar (ver Ferraro, 1'386) siendo 10s 
resulthdos, en 10s dos tipos de me'tricas que consideramos~ 10s 
s i g u i e n t e s :  
I Comparanda 10s d a t o s  (3.30) con 10s (3.23), que  a s e g u r a n  q u e .  e l  
I. 
I p r o p a g a d o r  t i e n e  d i v e r g e n c i a s  de  H a d a m a r d ,  podemos s a c a r  las 
I 
s i g u i e n t e s  c o n c l u s i a n e s :  t i )  en e l  c a s o  i s 6 t r o p o  10s d a t o s  (3.30) s o n  




con l o  r u a l  r c s u l t a  que  
. E s t e  e s  e l  r e s u l t a d o  d e  Weias (1986) 
que  hemos g e n e r a l i r a d o  para 10s c a s o s  K =tl. ( i i )  s i  la  
m 8 t r i c a  no e 5  i s 6 t r o p a  l a  t r ans fo rmac io 'n  c a n c h i c a  a n t e r i o r  no puede  
d a r  buenos r e s u l t a d o s  y a  que  (3.23) depende  d e  
f i c i l m e n t e  d e  (3. 12)) m i e n t r a s  que (3.30) no. E l  u s 0  d e  una 
t ranaformaci t?n  c a n o n i c a  ma/ s  g e n e r a l  q u s  l a  p l a n t e a d a  en  ( 3 . 29 )  no es 
a t r a y e n t e  ( p o r  e j e m p l o  una d e l  t i p o  ) = ( ' f )  o  
- , ( 1 y a  que  l a  nueva  d e n s i d a d  h a m i l t o n i a n a  p a s a r f a  a 4czit~ -
s e r  no l o c a l  o  no un i fo rme  en  t d r m i n o s  d e l  nuevo campo. 
Las  c o n d i c i o n e s  (3.23) s o n  c o n d i c i o n e s  ml'nimas que  debemrrs e x i g i r  
a 10s d a t o s  d e  Cauchy p a r a  c o n s e r v a r  a l g u n a  e s p e r a n z a  d e  que  la  t e u r r ' a  
s e a  r e n o r m a l i t a b l e .  C u a l q u i e r  "modelo g l o b a l w  que  se p r e t e n d a  
c o n s t r u i r  debe  t e n e r  en  c u e n t a  e s t e  hecho. 
sigurentes: 
Cornparando 10s datos (3.301 con 10s (3.231, que aseguran que el 
propagador tiene divergencias de Hadamard, podemos sacar i a ~  
siguientes conclusiones: < i )  en el taso iso'tropo 10s data5 t3.301 son 
10s correctos si se toma h('c)= A(+) , con lo cual results que 
4 
$(L,'): q 2 - . Este es el resultado de W e i s s  (1386) 
6 
para =Q, que hemos generalizado para loa casos K = + _ i .  ( t i )  ri la 
rn6trica no es is6tropa la transeofmaci&n candnica anterior no puede 
dar buenos resultados y a  que (3.23) dependa d e  (coma sc ve 
faci lmente de (3. 12) 1 mientras que (3.30) no. 
Las condiciones (3.23) son las mfnimas que les debemoa exigir. a 
10s datos de Cauchy para conservar alguna esperanza de que la teorca 
I 
sea renormalizable. Cualquier "criteria global" que se pretenda 
construir d e b e  tenerlas en cuenta. El hecho d e  que 10s criterias 
globales que pareceh ffsicamente razonables no Sean compatibles con 
estas condiciones mas que en algunas situaciones particiflare5 es,para 
nosotros,un indicio d e  que la naciGn de vacfo solo tiene sentido en 
estas situaciones (regiones IN-OUT en las que el aspacio tiernpo es 
f 
asint6ticamente estitico o posee alguna sirnetria). 
CAP ITULO 4 
El problema del back-reaction 
4. i Introduccio'n 
Hace ya bastantes aiiosl en el context0 de la teorl'a de campos en 
el espacia tiempo curvo~ se comenzd a analizar la posibilidad de -que 
10s efectos cu&ticos permitieran evitar la mjs inquietante prediccign 
de la relatividad general: la existencia de una 
singular idad inicial. 
posibilidad de que a1 tomar en cuenta efectos cua/nticos se puedan 
violar la5 hip6tesis de 10s -famosos teoremas sobre la inevitabilidad 
de las singularidades (las de energla dominante o energrb fuerte~ ver 
Hawking y Ellisr 1973). Para encontrar respuesta a este tipo de 
enigmas Cue que se comenz6 a tratar de resolver el llamedo "problema 
del back-reaction". Este problema podemos formularlo de la siguiente 
manera: tenemos una teorfa de campos en on espacio-tiernpu con una 
metrica g P3 ' usandb todas las tlcnicas habituales podemos calcular 
<T > p" PA' que por supuesto dependcraYde gpi el problema consiste en 
encontrar aqucllas m6trican gF,, que sean soluciih de las ecuaciones de 
Einstein semicl&icas que tienen a <Tp>,-,fi C O ~ O  fuente. Este problema 
es sumamente complicado de resolver en general. El principal 
inconveniente es que <Tb, >,, as muy diffcil de calcular y ad~ma; es un 
0bjet0 de naturaleza no local (asto est$ relacionado con el hecho de 
que en CTPd>, ,  est6 contenids la informaci6n sobre el estado cuaktico 
, 
del sistema y, como sabemos~ el estado cugntico es alga de naturalera 
tipicamente global 1. 
Los modelos cosrn0l6~icos que se construyen a partir de la 
soluciones de este problema son 10s que se suelen Qenominar 
"c~smolog<as tsemicl6sicas) autoconsistentes". Hasta el presente s6lo 
se han encontrado soluciones del problema del back-reaction para 
teorl/as ds campo muy sencillas. Sin embargo estos ejemplus bastan 
para observar que 10s efectos cua'nticos pueden producir modiCicaciones 
enormes. en el comportamiento de las soluciones cosrn01o)~icas. Ya en 
10s trabajos de Ruxmaikina y Ruzmaikin (19691, asi como en 10s de 
- Zeldovich y Starobinsky (1971) y posteriormente en 10s de Gurovich y 
Starobinsky (1979) y Frenkel y Brecher (1982) se mostroO que 
cansiderando solamente campos libres con invariancia conformer en un 
universo que ademgs contiene radiacign cla/sica, la singularidad 
inicial puede ser evitada.  amb bib se mostrd en 10s trabajos de 
Fischettit Hartle y Hu (1979) que pueden existir soluciones 
cosmoldgicas con singularidad inicial pero sin horizonte de eventos. 
~ a ' s  recientemente, traba jando siempre con campos 1 ibres con 
invariancia conforme, en los artfculos de Anderson (1983, 1984) se 
realizo' un estudio'campleto de las distintas familias de saluciones de 
19s ecuaciones del back-reaction que tienen la propiedad de no poseeri 
horizontes de eventos y ser asintdticamente "cl<sicas" (en el sentido 
de comportarse como un universo dominado por la radiacicn para tiempos 
grandes 1 .  
Esta lr/nea de traba jos, que ma's adelante seguiremos comentandpr 
I l e g d  solamente hasta el nivel de resolver en forma completa (mediante 
Y 
* .  
metodos nume/ricos) el problema del back-reaction para campos escalares 
libres con masa y con acoplamiento arbitrario con la curvatura 
(cualquier valor de (Andersonr 19861 Suen 1987, Suen y Andersonl 
1987 1. Otro caso en el que este tip0 de anglisis puede hacerse con 
gran generalidad (para campos libres) y en forma anelitica er  aque/l en 
el que la dimensidn del espacio tiempo es n=2 (ver Sanchez (1886)). 
En el pr&ximo pdrrafo presentaremos on mktodo que permite 
plantear el problema para un campo escalar autointeractuante en 
tgrminos muy parecidos a 10s utilizados para campos libres. 
4.2 El problema del back-reaction para un campo autointeractuante. 
/ 
Presentaremos aquZ on metodo que nos permitird estudier el 
problema del back-reaction para el caso de un campo escalar 
autointeractuante descripto clgsicamente por la accio'n (1.1bZ. Este 
mgtodo nos permitird encontrar les ecuaciones que rigen la evolucio% 
de la mQtrica y del valor medio del campo en la aproximacign de un 
loop. Remarcarnos Gue obtendremos ecuaciones para la evolucio/n de 10s 
valores medios y no para elementus de matriz in-out tales como las que 
se derivan de la acci6n efectiva (1.29b). 
Como d i  jimos, nuestro trabajo est6 enmarcado en la a de 
aqudllos que A pretenden incorporar ef ectos cud;nticos en modelos 
cosm01o'~icos resolviendo el problema del back-reaction. Sin embargo 
toda una importante serie de autores han incorporado estos efectos en 
a 
cosm~rogfa por una via diferente. Nuestro. sencillo campo 
autointeractuante ha sido incorporado a una serie de madelac que han 
,tomado gran auge desde la formulacidn de la teorra del universo 
inflacionario (para una revisidn completa del tema ver por ejemplo 10s 
trabajos de Brandemberger, 1985 y Linde, 1884). Sin embargo, las 
tgcnicas utilizadas para obtener resultados en estos trabajor han sido 
sometidas a numerosas crcticas algunas de las cuales mencionaremos a 
cont inuacidn. Las ecuaciones relevantes en estos modelos son dos: 
(a) la ecuaciGn de evolucio'n del valor medio del campo de Higgs 
( rb0 ( f .  t I=< +%Q>) y ( b )  la ecuacio'n de evoluci& de la mgtrica. - Lar 
ecuaciones (a) y ( b )  se escriben habitualmente tomando las ecuaciones 
de campo cla2icas y reemplazando en ellas a1 potencial de 
autainteraccio% V($) POP el potencial efectivo calculado usualmente 
en la aproximacio'n de 1 loop. Esta es la forma en que se incluyen 10s 
efectos cua'nticos en la e v o l u c i ~  del univcrro prinitivo. La ecuacign 
(a) es la que gobierna la dinahica de la transitign de fase mientras 
que de la ( b )  se obtiene la inflacih. 
Las crcticas recientes a este tipo de enfoque pueden enrontrarse 
resumidas en el trabajo de Guth y Pi (1985). ~eguir estos autores no 
es correcto el us$ del potencial efectivo, como hemmienta para 
incorporar 10s efectos cua'nticos en el modelo ya que el problema que 
a se @st& analizando no es estacionario. Otro aspecto poco claro en 
este enfoque es el relacionado a1 objeto que se utiliza como fuente de 
las ecuaciones de Einstein. Usualmente se construye un tensor de 
energca-momento reemplazando el potencial clgsico por el potencial 
efectivu en la ecuacign (4 .31  (ver ma's adelante) y a este tensor se lo 
evalu'a en el campo medio. Psrcce mucho m&% razonable utilizar como 
* 
f u e n t e  de las ecuaciones a1 valor medio del tensor*de energih-momento 
(ver Albrecht y Brandemberger, 1985 y Marzenko~ Unruh y Ward, 1985). 
Con nuestro mitodo podemos eludir este tip0 de cuestionamientos y 
podremos s n a l i z a ~  ba jo qu6 hip6tesis es v6lido el mitodo habitualmente 
Como dijimos, estamos interesados en obtener ecuaciones de 
evolucio'n para valores medios y para ello resulta mds conveniente usar 
el formalismo de cuantificaci6n canrhica (descripta ya en el capfiulo 
Las ecuaciones cldsicas de movimiento son: 
- 
donde bf+\ =st6 def inido 
siguientes dos tdrminos: 
I 
puede ser separado en 
l 0 = \ 9  
Supongamos que el estado del sistema es tal que e1 valor medio 
del camp0 es t .  En el esprritu del mitodo del camp* de fond0 
descomponemos a1 camp0 d e  la siguiente manera 
4 
donde  a v i d e n t e m e n t e  s e  cumple p u s  € $ >=O. S i  r eampla remos  (4 .4 )  e n  
(4 .1 )  y ( 4 . 2 )  y tomarnos v a l o r  medio ob tenemos  l a s  s i g u i e n t e s  
e c u a c i a n e s :  
w 
donde  Tw e s  e l  t e n s o r  d e  energca-momento d e  un campo l i b r e  con masa 
v a r i a b l e  cuyo  v a l o r  es m2+ ~ ' i 4 , )  . $ r e s u l t a  s a t i s f a c e r  la  s i g u i e n t e  ecuac io i r :  P o r  o t r a  p a r t e l  e l  camp0 
E l  campo & es l l s rnado campo d e  Q l u c t u a c i o n e s  c u a / n t i c a s  y curnplc q u e  
< qZ> N ~XG]. La * a p r o x i m a c i o n  4 d e  1-loop c o n s i s t e r  como sabernos, e n  
d e s p r e c i a r  105 e f e c t o s  c u & t i c o s  dr o r d e n  s u p e r i o r  a * . POT 10 t a n t o  
e n  esa ap rox imac i&n  l a s  ecuac ione i j  (4. 51, (4 .6)  y (4 .7)  se r e d u c e n  a 
las  s i g u i e n t e s :  
Lo m 6 s  i m p o r t a n t e  de r e s a l t a r  e s  quel en e s t a  aproxirnacio/nl e l  campo 
$ e s  un campo l i b r e  con una Umasa v a r i a b l e "  que depende d e l  v a l o r  de  
E s t e  hecho e s  e l  que n o s  pe rmi t i r ;  u t i l i z a r  las  t k c n i c a s  de 
c d l c u l o  ernpleadas en l o  c a p f t u l o s  a n t e r i o r e s .  E l  hecha de que e l  
campo de  f l u c t ~ a c i o n e s ~  en l a  a p r o x i m a c i ~ ~  de 1-loopl un campo 
l i b r e  c a n  masa v a r i a b l e  y a  h a b i a  s i d o  r e s a l t a d o  en e l  c a p r t u l o  y l  
como vimos f u e  de  g r a n  u t i l i d a d  para poder  c a l c u l a r  la  con t r ibuc io /n -  a I. m 
la  a c c i d n  e f e c t i v a .  
Como s a b e m o s ~  t o d o s  10s v a l o r e s  medios que a p a r e c e n  en  la5 
e c u a c i o n e s  ( 4 .8 )  y ( 4 .9 )  son d i v e r g e n t e s  y deben s e r  r e n a r m a l i z a d a s .  
Tados e l l o s  pueden s e r  c a l c u i a d o ~  a  p a r t i r  d e l  propagador  C ,  ( x r  x ' )  d e  
l a  ecuacio'n (4. 10) u t i l i z a n d o  l a  e x p r e s i & n  (2. 11 1. Vamos a  c a l c u l a r  
t o d o s  10s v a l ~ r e s  medios que a p a r e c e n  en las e c u a c i o n e s  a n t e r i o r e s  
u t i l i z a n d o  e l  d e s a r r o l l o  de  Schwigner-DeWitt para e l  propagador.  
Vamos a  t r a b a j a r  con l a  f e o r r a  , t a l  como 10 h ic imos  en e l  
pr imer  c a p f t u l o ,  y usaremos l a s  e x p r e s i o n e s  (1.19) y (i.22) tomando la  
s i g u i e n t e  f u n c i 6 n  f  ( $ 8  x ' ) :  
Los coef i c i e n t e s  x l  x ' >  d e l  d(esar ro l10  no c o i n c i d e n  con 10s usador  
en e l  ce ' lcu lo  d e l  cap!i3ulo 1 y a  que a l l <  inc lu imos  e l  f a c t o r  (7  - 1 l 6 ) R  
en  l a  f u n c i g n  f  ( x ,  x ' )  (veremos mars a d e l a n t e  que e s  c ~ n v e n i e n t e  
p r o c e d e r  de  e s t a  manera) .  Con e s t a  e l e c c i 6 n  para l a  f u n c i g n  f  ( x ,  x ' 1  
a 
105 l f h i t e s  de  c o i n c i d e n c i a  d e  l a r  p r i m e r a s  funci0ne.s R,,tr, x ' 1  y sus 
derivadas, calculadas a partir de las ecuaciones (1.24)t resultan ser 
10s siguientes: 
Los valores medios que necesitamos calcular se obtienen corn0 lr'inites 
/ 
dn coincidencia del propagador y de sus derivadas. El ca/tculo mas 
'\z 
sencillo de todos es el de < > (que no involucra ninguna derivadal. 
Una vez hecha la integral en el "tiempo propio" se obtiene: 
donde por f entendemos C $  3. Expandiendo el resultado alrcdedor dc 
n=4 podemos observbr ficilmente que las divergenciaa provienen de loo 
pr imeros dos tgrminos: 
donde hamos redefinido /(C para absorber la constante (tat como en 
el primer capl'tulo). 
(I 
En primer lugar trabajaremos con la ecuacign 
independiente de la ecuacidn de Einstein semic1;sica. Los resultados 
que obtengamos pueden usarse para analizar la evolucidn del valor 
medio de $($,+\en una m6trica de fondo dada de antemano. Este tcma ha 
sido estudiado recientemente por Ringwald (1987 a y b )  obtenienda 
resultados que esta/n contenidos en 10s nuestros {Ringwald trabajd 
solamente en mgtricas de R-W espacialmente planas). 
Si reemplazamos la ecuacidn (4.141 en (4.8) observamos que las 
divergencias pueden ser canceladas con contrate/rminos adecuados: si 
escribirnos las constantes desnudas (todas las constantes que aparecen 
en lar ecuaciones anterior.. son las desnudas) como 2b= A, + F A  , 
etc, vemos que 10s contrat6rminos necesarios para cancelar 10s 
I 
infinitos son 10s mismos que dimos en el capl/tulo 1 a menos de partes 
que son finitas cuando n=4 (tal como debfa ser). 
minima, la ecuacidn (4 .8)  se reascribe de la aiguiente manera: 
A1 user el desarrollo de Schwinger-DeWitt para el propagador 0 ,  ( x ~ x ' )  
estamos eligiendo im~lfcitamente un determinado estado de vacfo (el 
vacfo adiabdtico de orden infinite). Si queremos ser generales y no 
elegir este vacio podemos hacerlo de la siguiente manera: Como vimos, 
en (4 .13)  las divergencias provienen de 10s primeros dos te/rminoo de 
la serie. Estos tgrminos, a 10s que 
"2 




adiabgtico. Si sumamos y restamos ' < >dci)en (4.81 podemos 
r e e s c r i b i r  e s t a  e c u a c i d n  d e  l a  s i g u i e n t e  manera:  
r 2 AZ " 2  
donde  hemos d e f i n i d o  C $ >,=<0l 10 > -<a 3aAt,*,(dondc 10, es  un 
v a c f o  a r b i t r a r i o  que  puede  s e r  e l e g i d o  d e  c u a l q u i e r a  d e  l a s  mane ra s  
u s u a l e s ,  m e d i a n t e  a l g 6 n  c r i t e r i o  d e  i n v a r i a n c i a t  m s d i a n t e  e l  c r i t e r i o  
FC,  e t c  ) .  Esta u ' l t ima  e c u a c i g n .  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  l o  que  hicdmos 
para l l e g a r  a (4 .15 ) ,  puede r e e s c r i b i r s e  d e  l a  s i g u i e n t e  forma:  
donde  les c a n t i d a d e s  Aw% y A x  s o n  las partes f i n i t a s  d e  10s 
c o n t r a t e ' r m i n o s  q u e  deben ser f i j a d a s  por  l a  p r e s c r i p c i 6 n  d a  
r e n o r r n a l i z a c i 6 n  ( l a  p r e s c r i p c i o / n  mrnima c o n s i s t e  e n  t omar 
AuZ= AT= A l = o l .  
4 
" 2  
La c a n t i d a d  < >rh d e b e  s e r  f i n i t a  l o  que,  como sabernos. impone 
una f u e r t e  10s p o s i b l e s  e s t a d o s  de v a c r o  
( c o m p l e t a m e n t e  a n g l o g a  a l a  que  d i s c u t i m o s  para campos l i b r e s  "con 
"2 
rnase c o n s t a n t e "  en  e l  c a p r t u l o  3). E s t s  c a n t i d a d  ( € $  >, 1 ser; n u l a  
s i  e l  e spac io - t i empo  es e l  d e  Minkowski s i e m p r e  que  t ambign  s e  cumpla 
que s e a  c o n s t a n t e  ( e s t o  q u i e r a  d e c i r  puc s v n p u e  la  meTfrica sea la 
d e  Minkor sk i ,  < v>& s e r a '  no n u l o  depend iendo  d e  40 y t o d a s  s u s  
d e r i Q a d e s ) .  P a r a  c a l c u l a r  c >*podeAos u t i l i z a y  todesi la. t k n i c a s  
conocidas an teoria de campos en el espacio tiempo curvo desarrolladas 
para campos libres. 
El enfoque que habitualmente se sigue en 10s trabajos que 
sstudian la evolucidn del valor medio de se reduce, coma dijimos, 
a reemplazar en la ecuacidn cldsica el potencial cla'sico par el 
potencial efectivo. Esto puede entenderse en el marco del presentc 
formalismo de una manera sencilla. Ese enfoque consiste en resolver 
6 
la ecuaci6-n de evoluci6n ddl campo 4 suponiendo gue el valor rnedio 
es constante. Una vez hecho erto se puede pasar a calcular 
~z 
= +  3, que no es otra cosa que el valor de espectaciGn d e  vacfo de 
$ para un campo libre con masa constante (la mase es ~ % l ! = c f e  > L 
en una mgtrica de fondo dads. El paso siguiente es utilizar este 
ob jeto. que como dijimos f u e  calculado ruponiendo constante, en 
la ecuacign (4.81, que e s  la ecuacio'n de evolucitk para +o . Como 
vemos esta aproximaci6n s6lo tendr6 sentido si la escala en la 
varfa apreciablemente el valor medio es mucho mgs grande qus la escala 
en la que varian las fluctuaciones. En cambio con nusstro enfoque 
esta aproximaci6n no es necesaria. 
- Y 
De acuerdo a lo que dijimos recign, nuestro mitodo nos permite 
construir una receta sencilla para calcular la derivada del potencial 
'efectivo (en un espacio tiempo arbitrario). Esta cantidad puede 
leerse de la ecuacidn (4. 16) resultando la siguiente: b 
En consecuencia podemos afirmsr que: siempre que se pueda calcular 
A z  
analiticamente la cantidad < $ >,, para un campo libre, con mosa y 
acoplamiento arbitrario con la curvatura, el c6mputo del "potencial 
efectivoN para . la teorfa resulta trivial a partir del us0 dc 
la ecuacign (4. 18). Como ejemplos particulares del uso de e s t a  receta 
podemos citer el del espacio de DeSitter, donde ya vimos c&o se 
calculaban 10s valores de espectacidn renormalizados para campos 
l i b e .  Usando la formula (4. 18) se obtiene la ewpresio/n conocida del 
potencial efectivo en dicho espacio-tiempo. El ejemplo ma5 trivial de 
aplicacidn de la receta es el del espacio de Minkowski en donde 
I 
C 
 isnu nu lo Y (4. 18) se reduce a1 conorido potcncial e$.ectivo dr 
(el potencial efectivo ha sido calculado en el 
espacio de DeSitter utilizando otros mctodos para teorlbs ds campo m6s 
complicadas, ver por eJemp16 Allen (1783) y Starobinsky (19t32) ). 
Son interesantes de sefialar algunos aspectos relacionados con las 
distintas prescripciones de renormalizacio/n que pueden utilizarse. No 
siempre resulta conveniente el uso de la prescripci& minima y a  que la' 
misma no le otorga un sentido fcsico claro a 10s para(metros 
renormalizados 111,,3$,2~. Es m& intuitivo def inir 10s parhetros 
renormalizados mediante la siguiente prescripcio/n de renormalizaci6n: 
Esta pre~cripcidn fija las partes finitas de 10s contrate/rminos, las 
que resultan ser las siguientes: 
S i  e scr ib imos  l a  derivada d e l  p o t e n c i a l  e f e c t i v o  que s e  o b t i e n e  
u t i l i z a n d o  l a  
obtenemos que: 
prescripcia'n d e f i n i d a  por 10s contrate)rminas (4 .20)  
Como ejemplos  p a r t i c u l a r e s  podemos a n a l i x a r  dos c a s o s :  s i  l a  mesa 
renormal ixada e s  no nula ,  podemos e l e g i r  las e s c a l a s  
01 =0= +z o b t m i e n d o :  
pero si la masa renormalizada es nula debemos elegir + , s o s & ~  por lo 
Este ultimo resultado es la g e n e r a l i ~ a c i ~ n  del potencial de Coleman y 
Weinberg a1 espacio-tiempo curvo. 
caso general. la ecuacih de evoluci6n de k puede 
escribirse de la siguiente manera: 
El enfoque usual cossiste en tirar el Gltimo tgrmino de esta expresioi 
o bien en calcularlo rupaniendo que $o=constsnte. Con n u e s t r a  mitodo 
obtenemos una ecuacicn general que en el car0 en que supongarnos que 
tanto la m6trica corn0 f, varian lentamente (adiaba'ticamente), admite 
una forma mds o menos cerreds si reemplazamos < >*par la ~ e r i e  que 
aparece en (4.  14). 
Pasemos a analizar la ecuacidn de Einstein serniclgsica. Para 
, 
escribir CTp, 3 utilizando el desarrollo de Schwinger-Deblitt hace 
falta calcular derivadas del prapagador y luego tomar el ~frnite de 
coinc idencia. El cglculo resulfa ser bastante tedioso (prasentamos 
10s detalles del mismo en el apdndice 4) y la expresi6n a la que puede 
llegarse es la siguiente: 
N 
<T /K) > caqrl~ puede encontrarse,en el ape'ndice 4 y la parte que e s  divergente 
en n=4 dimensiones resulta ser: 
donde nuevamente, cuando escribimos f entendemos ~4 I.  Utilizando 10s 
1Pmites de coincidencia dados en (4.12) esta Gltima ecuacio% (aunque 
parezca mentira) pueYe reescribirse de la siguiente Corma: 
4q 
Coma vemos en  (4.221, t o d o s  10s t 6 r m i n o s  de  hasta  c u a r t o  o r d e n  
a d i a b d t i c o  e s t d n  c o n t e n i d o s  en  l a  p a r t e  d i v e r g e n t e .  ~ambie'n vemos que  
la m i s m a  c o n t i e n e  t d r m i n o s  con d e r i v a d a s  d e l  campo medio Cque estae 
a c t u a n d o  como o t r o  background) .  Observando las  e x p r e s i o n c s  (4.22) y 
(4.23) podemos comprobar  que e s t o s  te ' rminos  son  t a d o s  aquQl los i  que  se  
pueden f o r m e r  con d e r i v a d a s  d e  4: con d i m e n s i o n e s  d e  h a s t a  c 4 .  
Podemos g e n e r a l i z a r  l a  d e f i n i c i 6 n  d e  o r d e n  a d i a b d t i c o  de  l a  s i g u i e n t e  
manera:  un tBrrnino e s  de  o r d e n  a d i a b d t i c o  "mod i f i cado"  N si c o n t i e n e  
d e r i v a d a s  d e  l a  m 6 f r i c e  y d e  +t poseee d imcns ibn  iN (con  es ta  
Z ' 
d e f i n i c i 6 n r  s i  un t k r m i n o  no  c o n t i c n e  n inpuna  d e r i v a d a  d e  40 e l  o r d e n  
a d i a b d t i c o  "mod i f i cado"  c o i n c i d e  con e l  o r d e n  a d i a b a ' t i c o  u s u a l ) .  
Ten iendo  on c u e n t a  e s t o ,  l a  p a r t e  d i v e r g e n t .  d e  €7 > se r ;  d e n o t a d a  
N 
/"" 
como CTpv >d . 
~ o d e m o s  t raba ja r  a h o r a  con l a  e c u a c i c k  (4 .91 d e  la  m i s m a  forma e n  
que  procedimos  con l a  ( 4 . 8 ) .  Si sumamos y r e s t a m o s  <Tp, >dl,,en ( 4 . 9 )  y 
...- N & 
d e f  i n i n o s  <TpU3- como <Ty, la  c c u a c i d n  ( 4 . 9 )  puede 
' r e e s c r i b  i r s e  como: 
Si uramos l a  exp res io ' n  de  <&,>&(rl dada  en  (4.23) podemos cornprobar 
que  las  d i v e r g e n c i a s  pueden ser c a n c e l a d a s  con c o n t r a t 6 r m i n o s  (10s que  
n a t u r a l r n e n t e  r e s u l t a n  ser 10s mismos que 10s dados  en  e l  c a p i t u l o  1. a 
menos. de  par tes  f  i n i t a s ) . .  
b 
La prercripcio'h de renormaliracidn que utilizaremos ser; 
def inida (4.20) para 
w:, f ,- g 3 r .  Debenos definir una prescripcien para 
las constantes 
las canstantes 
gravitatorias de la teorl'a. Pediremos que istas Sean 10s coeficientes 
que aparecen en las ecusciones de  i in stein semicl~sicas multiplicando r 3 
a 10s correspondientes tensores en el caso 44,=d3 dondc es una 
t 
escala arbitraria. De esta forma )C; ser.' la constante que multiplica 
a Gp la que multiplica a %/*, I etc. Para satisfacer este 
requisite‘ 10s contratgrminos que hace falta definir (que di9ieren ..de 
10s dado5 en (1.30) en una parte finita) resultan ser: 
donde 
Vale la pena aclarar algo que por conocido no deja de ser 
A L  A+ 
importante: si bien tanto en -C @ 2- corn en <>d >& las constantes 
que aparecen originalmente son las desnudas~ &stas pueden reemplazarse 
directamente por las renormalizadas independientemente de la 
prescripci& que utilicemos ya que estamos trabajando en la 
aproximaci6n de 1-loop y la diferencia es siempre orden superior ya 
que 104 contrat6rminoe son de orden . 
b 
/ 
Con la prescription definida ante51 la ecuaci6n 
semicl$sica se escribe de la siguiente manera: 
de Einstein 
En el caso particular en que la masa renormalirada sea nula ( r Y \ r = O )  IJ 
que ademas 2r=1/61 la ecuaci6n re reduce a la siguiente: 
Como vemos, hemos llegado a una expresi6n relativamente sencilla 
que nos permite comparar nuestro m6todo con el enfoque usual. Vemos 
que en la ecuaci6n ( 4 . 2 7 )  el objeto que actda como fuente de las 
ecuaciones de Einstein semicldsicas es el tensor de energia-momento 
( 4 . 3 )  con'el potencial clahico recmplazaho por el pptencial de Coleman 
A2 
y Weinberg pero tambign vemos que adema's aparece CTp, >,,_ . Sin 
embargo debemos recalcar que s6lo en este caso particular e<ta es la 
unica modificacion introducida por nuestro m6todo: de la ecuacioOn 
(4 .26)  se ve que aparecen correcciones a las constantes gravitatorias 
hab itualmente no son tomadas en cuenta. Tampoco son tomadas en 
cuenta las modificaciones no triviales que aparecen en las constantes 
2 y m2 v e  4 . 2 6  Pero adn en el caso m=O y $=I/& en pue muchos 
AJ 
de estos efectos desaparecen, la presencia de <T&, >- es la que, en 
nuestro formalismo~ trae la informaci6n sobre las inhomogeneidades en 
J el estado cugntico dcl ristema y 10s efectos de polarirncidn del 
vac lo. Todas estas contribuciones no son tenidas en cuenta en el 
nr 
enfoque usual en el que directamente se toma '<T4, rPeLc =O (por cierto* 
en el enfoque habitual tampoco se incluyen 10s tensores de cuarto 
orden adiabgtico en el lado 'izquierdo de las ecuaciones). 
N. 
Como sabemos, a1 exigir que <'Tb,, >& sea f inito es tamos 
estableciendo una fuerte restriccio'n sobre 10s posibles sstados de 
vacfoJ que es exactamente la misma que la que discutimos an 10s 
caphulos precedentes. Anblogamente a lo que ocurrc con -C $'>* 
/'J 
<Tw >, es nu10 si la mgtrica ss la de Minkowski y (Po es constante. 
Para calcularlo pueden usarse las tgcnicas esbozadas antes. 
El sistema de ecuaciones que debe tier atacadas simult&neamente 
para resolver el problema del back-reaction es el formado por (4.26)~ 
(4.21d) y (4. 9 ) .  Como vemos, tenemos un m6todo para plantear 
rigurosamente este problema para campos autointeractuantes p'ero la 
resolucio/n del sistema no es nada sencillb. 
* 
Veremos que estas ecuaciones pueden ser atacadas nume/ricamente en 
un caso de gran inter6s cosmol6gico. En esta tesis no resolveremos 
las ecuaciones, s6lo nos rest~ingiremos a estudiar 10s m6todos para 
encarar su solos idn. 
Consideraremos mdtricas de Robertson-Walker espacialmente planas 
(esto 10 hacemos por simplicidad ya que el planteo en las mgtricas 
tratadas en (3.3) es andlogo) y estados en 10s que se satisfaga que 
( x ,  t,= &(t) (homogeneidad espacial). Mostraremos que . las 
dificultades que presenta la resolucidn numgrica de1 sistema son la9 
mismas que las que aparecen cuando se estudia el prablema del 
back-reaction para campos libres masivos con' acoplamiento arbitrario 
con la curvatura. Para el cLlculo numhrico resulta particularmente 
ventajosa el uso del m6todo.de regularizaci6n adiabgtica explicado en 
A 
la secci6n 2.3. Si escribimos a1 campo como 
donds proponemos para & una sxprrsio% del siguients tipa 
es el "ticmpo conforme" ( dl= at(a )i obrervatnos pue la 
ecuacion de campo ( 4 . 9 )  da lugar a la siguiente.,ecuacio/n para la3 
funciones W;(t):  
e "2 
Si sr calculan Up,, > y c $ > utilizando el desarrollo (4.28,) y 
raemplazando la forma de la parte temporal de 10s modos, s e  obtienen 
f inalmente expresiones que involucran integrales en Apl*~ r iendo 10s 
integrandos Funciones mss o menos complicadas de WF y \;JF/IFJE . A 
mod0 de ilustracibn, la componente temporal-temparal de 
resulta ser: 
N 
= S A ~ C ~ )  r,, ( w Z ,  4 z )  
" 2  
mientras gue la expresi6n para < i$ > rr: 
El resultado en ( 4 . 2 9 )  es dependiente ctel estado. La eleccidn de un 
estado determiriado. como sabernos. corresponde a la elecci6n de ciertos 
datoe de Cauchy para lan funcioncs WE ( 7 )  . 61 c6lculo de las 
cantidades renormalixadas debe hacerse sustrayendo de (4.2921 y b )  las 
mismas expreliiones. pero calculadas con el desarrollo adiabgtico (en 
L & 
su versidn "modificada" que definimos antes). El computo de CF,>441y 
-C $'%(>) es sencillo per0 tedioso. la, expresiones que resultan son 
t a m b i h  integrales en $h)  (algunes de estss integrales resultan 
finitas y otras divergentes). Para 10 que nos proponemos hacer aqur', 
que no es ma/s que mostrar la similitud que tiene este cdlcolo con el 
que 5e realixa para campos libres ordinarios~ no vale la pena escribir 
la forma ex~licita de estas cantidades. Simplemente. notamos que 
0 
podemos ex*presarlas como integreles (algunas divergentes) de funciones 
que 5610 dependen de la m;tricaJ sus derivadas, el campo msdio y 
sus derivadas: 
El c;lculo de <Tb,<a re hace cntonces sustrayend~ (4 .30a)  de (4.29). 
es decir: 
L G U ~  es lo que esta resuelto para campos libres?. En ese c a s o ~  el 
sistema de ecuaciones autoconsistentes a resolver en forma simultgnea 
estg formado por: 
1. la componente temporal-temporal de la ecuacidn semic1b;ica de 
Einstein (4.27)  (eleqimos esa componente ya que e9 la de menor grad'o y 
todas las demgs puedcn derivarse de ella utilizando la conservaci6n de 
10s tensores que intervienen en la ecuacidn) q u e ~  como vcmos, si el 
camp0 es libre se reduce considerablemente de tamaiio. ~ s t a  ecuaci6n 
conticne a <C,>*que en este caso t a m b i h  se calcula medisnte una 
sustraccidn del tip0 (4.30). 
2. la ecuaci6n del campo puc se reduce a 1 ecuaci6n 
(4.28b) para 10s modos -f< (0 las funciones 1.  
3. la ecuacikn para el valor medio que e s t a  totalmente 
desacoplada de la ecuaci6n (2) y a  que as' simplemen+ una ecuacidn para 
un camp0 libre ordinario. 
Este sistema fue resuelto en 10s trabajos de Anderson (1986) 
Anderson y Suen (1987) para el caso de masa no nula y acoplamiento no 
conf orme. Estos autores 5610 estudiaron el caso 4 =at pero 
incluyeron radiacio'n cldsica adicional. El principal obst$cula en el 
mbtodo utilizado por Anderson y Suen es el que presenta el manejo 
numkrico de la sustraccibn que hay que hacer en (4.30b). Para ello 
disenaron un cddigo especial que ha funcionado adecuadamente (Suen, 
1987). De las ecuaciones que mostramos antes para el caso con 
interaccidn, se deduce que la nueva complicaci6n que 5e introduce es 
que la+ ecuaciones (2 )  y (3) .star& acoplladas y quc en la ecuaciLn 
(3) habrd que hacer otra sustracci6n del tipo de las descriptas . 
anteriormente. En consecuencia, vemos que el problema numeric0 es 
f 
cualitativamente el mismo que en el caso libre. En las proximas 
secciones analixaremos algunas caracteristicas de las soluciones para 
campos 1 ibres. 
4.3 El problema del back-reaction para campas libres. 
El caso invariante conforme. 
Como dijimos antes, el problema del back-reaction s6lo ha sido 
resuelto con cierta generalidad en el caso de campos libres. Ya 
dijimos que en ese caso las ecuaciones ( 4 .8 )  y ( 4 . 1 Q b  quedan 
totalmente desacopladas (tanto el valor medio coma la fluctuacich son 
campos libres ordinariosl. La complicacidn mayor en este caso 
s 
continba iiendo el cchputo de <TPd><&. Sin embargo, of consideramus 
que la teorfa es invariante conforme (para nosotrosr trabajando con un 
dnico campo escalar, esto significa masa nula y 2=1/6) el tensor de 
energia momento renormalizado s6lo incluye el efecto d e  la 
polarixacidn del vacio y se transforma en un objeto puramente local. 
Como hemos visto en el capitulo 2, se cumple que: 
Puede demostrarse (ver Birrell y Davies, 1982) que en el caso en que 
tengamos presentes Ns campos de esp<n s (con s=Or 112, 11. si la 
teoria es invariante conforme, se veri9ica que 
donde 
Hay numerosos trabajos que estudian el tipo de solucione+ que se 
obtienen de la ecuaciones de Einstein semicla'sicas cuando del lado 
derecho actu'a solamente (4.32) (teniendo en cuenta lo que vimos antes, 
esto equivale a considerar que el estado del sistema es tal que 
k = O ) .  Si se sscriben las ecuaciones de Einstein ~ e m i c l ~ s i c a s  con 
(4.32) coma fuente~ se observa que el primer t&mino en (4.32) puede 
ser absorbido en una renormaliraci6n finita d e  la constante 6, . 
Por okra partel si trabajamos en cuatro dimensiones, tal como venimos 
hacie'ndolo. se cumple que el tensor Hp,, puedq escribirse como 
0 0 ) (2) 
combinacion lineal de 10s tensores Hr' y >v - .  si nos 
restringirnos a considerar mdtricas conformes a1 plano~ se verifica que 
(z\ 
el tensor Hhd es un mu'ltiplo de 4 (ya que el tensor de Weyl es 
nulo). Con todas estas hipotesis la ecuacio'n de Einstein aemicla'sica 
se escribe como: 
donde la canstante p' es una combinaci6n de 6, 6 , d3, b2 K m i e n t ~ a s  
que f =  f i b L  
zssarri 
Esta ecuacich puede resolverse con toda generalidad en una 
mdtrica de Robertson Walker. El estudio de la misma Cue iniciado hace 
mueho tiempo por Ruzmaikin y Ruzmaikina (limitgndose solamenke a1 caso 
A 20, y a algunos valores particulares de las constantes P y p' 1 y 
continuado por varios autores (ver Fischetti, Hartle y HUJ 1979). Ya 
hemos citado 10s recientes t~abajos de Anderson (1983, 1984) en 10s 
que se hace  un anglisis muy detallado de las families de soluciones de 
esta ecuacio'n; pero el mdtodo que permite visualirar con facilidad 
las distintas familias de soluciones del problema fue planteado por 
Wada y Azuma (1984) utilizando ticnicas propias del anglisis de 
sistemas din&nicos en el espacio de fases. Vamos a presentar aquz una 
revisitin de 10s resultados de estos autores ya que el m6todo propuesto 
por ellos es interesante y puede ser bastante 6til para despueOs 
estudiar algunas modificaciones que aparecen cuando se pierde la 
invariancia conforme. 
La componente temporal-temporal de esta ecuacio'n resulta ser: 
Para hacer un anglisis cualitativo de la forma de las soluciones de 
esta ecuaci6n conviene senalar algunos rasgos peculiares que se 
derivan directamente de (4 .34 ) :  
'/z 
i-Tomando H=O y manteniendo finito. se deduce qua - i (+=~(- ' )  3f - 
De esto se concluye que si el cociente /YP' er pa~itivo. H=O n0 sera 
nunca soluci6n de la ecuacibn. Por el contratior 
10s dnieos valores de compatibles con H=O son ;&I+. - Si 
estudiamos la5 soluciones de (4.34) como trayectorias (parametrizadas 
par el tiempo t) en el espacio de las fases (es decir. graficamos H vs 
H)  obtenemos que dichas trayectorias cortargn el eje H=O solamente en 
10s puntos HI (si 0 o no lo hardn nunca si En 
particular si /\ =OI las trayectorias cortan el e j e  H-0 solamente en 
el punto H=O (el origen). Aclaramos esto ya que de lo dicho 
anteriormente se ve claro que (aun en el caso -0)  el espacio de 
Minkowski no s e r ~ s o l u c i o n  estable de (4.34) en el sentido de que no 
existirgn solutiones del tipo HN bcosut con b<€i. Las trayectorias 
de este tip01 que sercan c~rculos 0 espirales alrededar d e l  origen, 
estgn prohibidas par lo antedicho. Este punto no esta lo 
suficientemente claro en la literatura. en la que se considera a1 
espacio de Minkowski coma una solucio'n de (4.34) que puede ser estable 
para algGn rango de parsmetros. A esta conclusio'n se llega + i  se hace 
una "linearizaci6nN incorrecta de la ecuaci6n (4 .34)  testa conclusi6n 
* 
errdnea puede verse par e,jemp\o en 10s trabajos de.Starobinskyl 1984 y 
Vilenkinl 1986 y ha sido discutida por nosotros en 10s trebajos de 
Castagnino, Gunrig# Nardone y Pa21 1986, Castagnino y Paz, 1986 a y 
h ) .  
ii-Para hacer un estudio sistemdtico de las soluciones de (4 .34 )  
conviene analizar primer0 la presencia dc puntos f i ~ o s  en el espacio 
de fases. Estos puntos cumplen con la condicibn H=o. Los valores de 
H que corresponden a 10s puntos fijos se obtienen por 10 tanto como 
soluciones de la siguiente ecuacion: 
de donde 
Estos puntos fijos son soluciones tipa DeSitter de la e c u a c i h  (4.33) 
(ya que se cumple que H-constante). 
Def iniendo D=l- 4~th , la existencia dc puntas fi jos dependerd 
de 1 valores que tomen D y ( 3  . Es faOcil ver que: si D < O n o  
existen puntos fijos, si D>1 existen dos puntos fijos y si (3<D.C1 hay  
cuatro puntos fi jos si a d e m k  p >O y no hay ninguno s& <O (10s 
puntos fijos vienen siempre de a pares sim6tricos). La s 
caracterfsticas de las trayectorias en las cercanfas de 10s puntor 
fijos pueden estudiarse hacienda un an6lisis lineal de la ecuacidn, 
va'lido en las proximidades de 10s mismos. Podemos o b t e n ~ r  de esta 
manera ecuaciones lineales para "modos normales" las que tienen 
soluciones' tip0 exp(&t) donde tk resuitan ser lor autovalores de un 
- 
cierto operador lineal. Haciendo este a n h i s i s  detalladamentc podemos 
concluir que en las cercanr/as de un punto fijo caracterizado por un 
valor H, 10s autovalores pk son 10s siguientes: 
donde 
Podemos encontrar tambicin las direcciones de 10s modos normales (loo 
autovecto~es del operador lineal antes mencionado). Sin entrar en el 
detalle de 10s c ~ l c u l o s  podemos resumir 10s resultados en 1 0 s  grsficos 
1 a 8 donde se observan todas las  familias de trayectorias. 
Las trayectorias descrlptas en estas figuras y 10s distintos 
comportamientos que se observan pueden ser interpretados a travgs de 
una analogfa con un problema meca'nico equivalente (ver Wada y Azuma, 
1984) si se hace un cambio de variables en la ecuaciiin (4 .34 )  definido 
'(2 
POP' r = . ( ~ i  . En la nueva variable r , la ecuaciGn puede 
como: 
ercribirse 
donde e, ~ ~ X ; * C Y  1 
De aquC se ve que las ecuaciones son anslogas a las de un sistema 
disipativo o antidisipativo segGn el sistema 5e expanda (H>Q) o se 
contraiga (HCO). Una discusi6n detallada de este tema ( y  ru 
aplicaci& a1 caso en que coma fuent; de la. ecuaciones de Einstein 
t. I I 
- 
En la prci'xima seccidn analizaremos c h o  se modifican algunas de 
las soluciones del problema autoconsistente en presencia de campos que 
rompen la invariancia conforme de la teorl'a. 
4.4 El problema del back-reaction para campos libres. 
Campos masivos: soluciones tip0 DeSitter. 
El estudio del problema del back-reaction en prescncia de campos 
escalares masivos o sin acoplamiento conforme con la curvatu~a ha sido 
tratado en la literatura desde hace bastante tiempo. Se han utilizado 
para este propdsito distinto tip0 de me'todos aproximedos. Por 
ejemplo: Parker y Fulling (19741 investigaron 10s efectos de un campo 
escalar libre con masa y acbplamiento mt'nimo en un universo vacfo  (sin 
ninguna otra fuente) mientras que Hu y Parker (1970) estudiaron 10s 
efectos producidos por 10s gravitones (a 10s que se simula con un 
campo escalar libre no masivo y acoplado minimamente con la mdtrica de 
fondo) en un universo que contiene adem6s un 9luido perfecto con 
ecuaci6n de estado del tip0 prX-9 . Ya menc ionamos tamb i6nr 10s 
distintos trabajos en 10s que este problema es analitado 
num6ricamente. 
Otra interesante posibilidad en este tema es el estudio de las 
soluciones exactas del problema del back-reaction. Como dijimos 
antes, lar ecuaciones autoconsistentes son sumamente complicadas para 
resolver en general. Sin embargo hay algunas soluciones exactas 
canocidas. La primera de ellas es, por supuestot el espacio ae 
e ink ow ski: La existencia de una solici6n exacta no trivial de este 
problema fue notada por primera vez en el trabajo de Dowker y 
Critchley (19761, en donde, luego de calcular <T > para un campo 
escalar libre en el espacio de DeSitter, estos autores notan que dicho 
espacio puede ser soluci6n de la ecuacidn de Einstein semicla'sica. El 
aniilisis de la5 caracteristicas de esta solucidn ha sido abjeto de 
numerosos trabajos recientemente publicadosl podemos citar sntre ellos 
a 10s de Kofman, Sahni y Starobinrky (19831, Sahni y Kofman (198611 
Wada y Azuma (1983) y otros. Presentaremos aquf un estudio completo 
de las caracteristicas que tiene el espacio de DeSitter como solucio'n 
de la6 ecuaciones ~ e m i c l a ~ i c a s  de Einstein (ver Castagnino, Harari y 
P a r ,  1986 a y b y Castagnino, Paz y Sbnchezt 1987). 
En primer lugar nos restringiremos a considerar el caso en el que 
se encuentran presentes s&lo campos escalares librest de masa m y 
constante de acop lamiento 7 arbitreria. Supondremos tamb i 6 n  que el 
estado del sistema es un estado de vacio y que por lo tanto =O (es 
fbcil ver que si el valor medio del campo no es constante no es 
posible obtener soluciones tip0 DeSitter). Tomaremos como vacio aquel 
que utilizdramos en el capitulo 3 para el c;lculo de <$, 3m, este 
estado es denominado vacio de Bunch y Davies (ver Bunch y Davies 
(1978) ). 
Vamos a evaluar l a s  ecuaciones de Einstein semicla/sicas en la 
mQtrica de DeSitter. Para hacer esto conviene tener en cuenta algunos 
hechos que simplifican notablemente el problema. Debido a la simetrfa 
(1) (2) de dicho espacio-tiempo, 10s tensorer HPd y Hpd son nulos (su traza es 
proporcional a O R ,  que en el espacio de DeSitter 5e  anula). For otra 
parte tambidn se cumple que el valor de espectacidn de vacfo de T es Pd 
p r o p o r c i o n a l  a 3pd . Por  l o  t a n t o  l a s  e c u a c i o n e s  s e m i c l & s i c a s  de  
E i n s t e i n  s e  r e d u c e n  a l a  s i g u i e n t e :  
Conv iene  t r a b a ~ e r  con la t raza  d e  e s t a  e c u a c i g n t  la que  s e  e s c r i b a  
como: 
La e x p r e s i d n  de  CT 7 ?,es b i e n  c o n o c i d a :  f en  e l  c a p c t u l o  I11 la 
ca lcu lamor ;  p a r a  campos c s c a l a r e s  con  a c o p l a m i e n t o  conforme,  e l  
r e s u l t a d o  p a r a  campos e s c a l a r e s  con  c u a l q u i e r  a c o p l a m i e n t o  es ( p u e d e  
o b t e n e r s e  t r i v i a l m e n t e  a  p a r t i r  d e l  a n t e r i o r ) :  
donde  la f u n c i b n  F ( x 1  e s t a ' d e f i n i d a  como: 
&f,,o x - 18-x (?-'&) {4 .42 )  
F(x, = 1- lo~o(7-  
- \&,) [.t.&+u)+ *($')) - e, XI +15x ( x c  ~ Z C T  
s i e n d o  x = 1 2 m Z  /R . 
La e c u a c i 6 n  (4 .40)  e s t a b l c c e  c n t o n e c a  una ?e lac io /n  e n t r e  la  
curvatura del e s p a c i o  t i empo  y 10s d i s t i n t o s  para /met ros  que a p a r e c e n  
en  l a  t e o i l a ,  e s  d e c i r  R = R ( m , 3  , A  1. d l ~ s i c a m e n t q t  t a l  como puede  
v e r s e  de  l a  e c u a c i d n  ( 4 . 4 0 )  si reemplazarnos < T ~ >  =01 R s e r i d  s d l o  una /L  ^ tQ4 
f u n c i 6 n  de  la  c o n s t a n t e  c o s m o l d g i c a :  R = ~ A  . S i n  embargo 10s e f e c t o s  
c u a / n t i c o s  ha rdn  que l a s  s o l u c i o n e s  de  la e c u a c i d n  ( 4 . 4 0 )  s e a n  o t r a s .  
E s t a  e c u a c i d n  puede r e e s c r i b i r s e  d e  l a  s i g u i e n t e  mancra:  
donde  t o d a s  l a s  magn i tudes  en  c u e s t i d n  e s t d n  medidas  en  u n i d a d e s  d e  
d e c i r  
Ana l i za remos  en  pr imef  l u g a r  e l  c a s o  en  que l a  c a n s t a n t e  
cosmolcfqica e s  n u l a  ( r eco rdamos  que  c l a / s i camen te  l a  6 n i c a  s o l u c i 6 n  
p o s i b l e  e s  R - 0 ) .  E l  e s t u d i o  puede h a c e r s e  de  la  s i g u i e n t e  manera:  
f i j a d o  e l  v a l o r  de  l a  c o n s t a n t e  2 , la e c u a c i g n  ( 4 .  4 3 )  e s t n b l e c e  una 
r e l a c i k n  d e l  t i p o  E s t a  d e p e n d e n c i a  puede s e r  a n a l i z a d a  
c o n o c i e n d o  l a  forma e x p l f c i t a  de  la  f u n c i i n  Fix) ( q u e  d e p e n d e r a R d e  
f 1 :  damas un v a l o r  de  r y a trave's de  ( 4 . 43 )  obtenemor el 
c o r r e s p o n d i e n t e  v a l o r  de  R I  con x y R c a l c u l a m o s  l a  masa m y d e  esta  
forma obtenemos p a r e s  ( R , m ) .  R e s u l t a  e n t o n c e s  d e  g r a n  i m p o r t a n c i a  e l  
c o n o c i m i e n t o  d e  la  f u n c i 6 n  F(x) .  En las  f i g u r a s  ? a 12 se s n c u e n t r a  
g r a f i c a d a  e s t a  f u n c i k n  p a r a  t o d o  e l  r a n g o  d e  p o s i b l e s  v a l o r e s  de  l a  
c o n s t a n t s  7 . Veamos en  10s d i s t i n t o s  c a s o s  c&o se o b t i e n e n  y c&o 
s e  u t i l i  r a n  e s t o s  gra/f i c o s .  
En p r i m e r  l u g a r  c o n v i e n e  a n a l i z a r  10s c a s o s  
x+cm . Observamos que s e  cumple l o  s i g u i e n t e :  
m i e n t r a s  que 
l f m i t e  c a s o  d e  a c o p l a m i e n t o  mfnimo debe  a n a l i z a d o  
p a r  s e p a r a d o  y s  que a p s r e c e n  d i v e r g e n c i a s  en l a  f u n c i o h  V ( 3 - u ~  . 5 
E l  r e s u l t a d o  d e l  c d l c u l o  en  e s e  c a s o  e s :  
Ten iendo  en  c u e n t a  las d o s  e x p r e s i o n e s  a n t e r i o r e s  podemos d i v i d i r  10s 
compor t amien tos  de  F t x )  para 10s d i s t i n t o s  v a l o r e s  de  
a )  s i  2=0 e n t o n c e s  F(x=O)>O y F(x)+370/21x 
x 3 -  
b )  s i  0 < 5 < T 0  e n t o n c e s  F(x=O)<O y F(x)--C/x con C>Q 
C )  51 f-<?<$ o  b i e n  si p > t , e n t o n c e s  se cumple que  
Ftx=O)<O y F t x ) + C ' / x  con C'CO 
X -2m 
d )  s i  L < $ < $ A e n t o n c e s  Ftx=O)>O y F ( x ) - X r / x  con C r < O  
r->no 
donde d s f  i n imos  fo=O. 102. F5= LCii  - 6 
Con e l  c o n o c i m i e n t o  a d q u i r i d o  de  F ( x )  podemos e s t u d i a r  e l  
compor t amien to  de  las  f u n c i o n e s  Rtm). P a r a  e s t o  c o n v i e n e  n o t a r  que  
como F t x )  e s t g  en t o d o s  10s c a o o s  a c o t a d a  s u p e r i o r m e n t e  l a  funcio 'n  
R ( m )  l o  e s t a r a '  i n f e r i o r m e n t e .  En e l  c d s o  t c )  no e x i s t i r d n  r a l u c i o n e s  
autoconsistentes ya que siempre resulta que F(x)CO. En el caso (a) 
R(m) serd una funcio% mondtona creciente que para m+@o se comportarg 
en forma aproximadamente lineal con m. Para el caso ( b )  se observa un 
comportamiento mds curioso: la funci6n R ( m )  sera' bivaluada. Esto se 
puede demostrar observando que existen rectas que pasan por el origen 
y que intersectan la curva de la funci6n F(x) en do5 puntas. Esto 
quiere decir que existen valores de x ( ~ l a m k o s l o s  x ,  y x l  ) tales que 
F(xl)/x,=F(x,)/x,y por lo tanto para un dado valor de la mrsa (aquil 
definido justamente por el cociente F(x)/x) existirai dos vaLores de R 
(10s definidos por 10s distintos valores de F(x)). En e s e  caso el 
comportamiento en el infinito de una de las dos ramas se p u e d e  obtener 
del conocimiento del valor de x=x0 tal que F(x, I = # .  En efecto, 
conociendo ese  valor^ se obtiene que ~ ( m ) - + 1 2 m ~  / x ,  . La otra rama 
tiene, a1 igual que en el caso anterior, un comportamiento casi lineal 
en el infinito. Por Gltimo, en el caso (dl la funcign R ( m )  sera/ 
t a m b i h  una funcign mono'tona creciente que en el infinito se 
c o m p o r t a r ~  como ~ ( m ) - 9 1 2 m ~  /x, . La5 curvas R vs m esta; volcadas en 
las figuras 131 14 y 15. 
Analicsmos ahora el caso 0 Fijados 10s valures de Z y de 
la masat el anAlisis mgs interesante resulta ser fa1 vez el de las  
curvas R vs A . Nuevamente todo sale a partir del conocimiento de la 
forma que tiene la funcibn F(x): fijado el valor de m, para cada 
valor de R obtenemos el valor de F(x) y de la ecuaci6n ( 4 . 43 )  
calculamos el correspondiente A . Como vimosr la funcio'n F(x )  tiene 
comportamientos asint6ticos del tipo: 
donde 10s valores de d l  P y C dependen de . En consecuencia~ el 
I 
comportamiento de las curvas R v s  en las regiones R--90 y R 3 Q Q  sera 
el siguiente: 
estas expresioner son vglidas para mf0 (si m=0 entonces x - 0  y 
F < X ) = &  por lo cual la 6nica ecuacio'n que hay qua usar es la (4 .47a)  
que da el comportamiento para todo el rango de R ) .  Clbviamente para 
valores grandes de RI l a s  curvas caen muy l e j 0 ~  de la curva clgsica 
quel coma ya d i  j imosl es R = 4  A . Para R - W I  la curva R ( A )  cae por 
debajo o por encima de la cldsica seg6n sea el sign0 de la tonstante 
C. Los ceros de la funcign F(x)  dan informaci6n acerca de 10s puntas 
en los que la curva R ( A )  intersects a la curva clssica. El resultado 
final del anglisis est; graficado en 1.5 figural 16 a 19. 
Con estos elementos podemos analizar cualitativamente las 
modificaciones que introduce la presencia de la masa en 10s diagramas 
de fase de las figuras 1 a F3, a1 menos en lo que se r s f i e ~ e  a sus 
puntos fijos. Tomando en cuenta 1as caracterl'sticas del caso t - 1 /6  y 
m f 0  podemos decir que 10s puntos fijos correspondientes a1 caso de m=O 
se mover& sobre el eje de H en la direccibn de I~lcreciente (hacia 
2-3 1 .  
El mismo tip0 de anglisis de la solucibn semiclbsica de DeSitter 
puede hacerse para campos de espfn arbitrario utilixando para ello el 
1 
resultado que obtuvimos en el capftulo 2 para CT 3 . Lo dnico que 
cambia en este caso es la forma de la funcidn F(x). Este trabajo fue m 
hecho por nosotros para campos de Weimberg espin 112 y I para 
cuales la nueva funcio'n F(x) puede leerse trivialmentc de 
lor; 
las 
expresiones (2.48) y (2.69). No repetiremos nuevamente l o s  c&lculos 
necesarios para el anilisis ya que son totalmente anglogos a 10s 
anteriores. En esos casos las curvas R vs m esta/n graficadas en -la+ 
'\ 
figuras 20 y 21. El caso de espfn 1/2 es totalmente ana/logn a1 caso 
( d l  del campo escalar, en cambio el caso del campo de espfn I (masivo) 
4 
es algo diferente ya que su funci6n F(x) no esta acotada superiormento 
y por lo tanto la curva R(m)-+O cuando m-90 (ver Castagnino, Harari 
Paz, 1986 a y b). 
En el caprtulo 2 analizamos lasa caracterl/sticas; del m6todo de 
renormaliracich mfnima y sus diferencias con la renormalizacia/n de 
Hadamard. Podemos estudiar aqui cudles son l a s  diferenciao en las 
soluciones tipo DeSitter del problema del back-reaction segu/n se use 
uno u otro metodo de renormalizaci6n. El c ~ l c u l o  de 
€ T v>iW /C" en el 
Vtl 
espacio de DeSitter puede hacerse sin dificultades para el caso de un 
campo escalar masivo con acoplamiento conformet el resultado es el 
siguiente: 
/ Teniende, en cuenta esto, el estudio del tipo de solucion 
autoconsiskente se puede hacer con el mismo mdtodo,que dercribimos si 
reemplazamos la funci6n F(x) por F(x)-l+lOx. Los resuftados se 
l Y t  modifican sustancialmente ya que 10s comportamientos asinto'ticos de la 
nueva funcich F(x)  cambian. Estudiando el lfmite x+m vemos que 
F (x)-jrlQx. Por otra parte es fLcil ver que siempre se cvmple que 
x-m 
F (x)ClOx de donde se obtiene (para =0) una masa umbra1 
m,: zm2 por debajo de la cual la soluci& autocon+i+tente no exist.. 
KJ 
Esta soluci6n autoconsistente ha sido utilizada para construir un 
mode10 cosm016~ico en el que el universo pasa cspontaneamente de una 
etapa en la gue la m6trica es l a  de Minkowski a otra en la que l a  
mgtrica es la de DeSitter. Ambas mitricas son soluciones de las 
1 ecuaciones del back-reaction y ,  para el caso en pue se utiliza la 
renormal izacich mfnima, la primera resulta inestable si m > Wl (ver 
Gunzig q Nardone, 1982, 1984 a y bt Paz Harari y Castagninn, 1985). 
La curve R vs m (para el caso I\ =O> se observa en la figura 22. 
Como es sabido, las ecuaciones clgsicas de Einstein fijan fa 
geometrfa local pero no dicen nada acerca de la topo1ag<a del 
espacio-tiempo. Sin emba~go, como dijimos, el valor de espestaci6n de 
vacio del tensor de energid momento es un objeto de caracteristicas 
globales y que por 10 tanto puede llevar informacign relacionada con 
la topologia. En.consecuencia las ecuaciones de Einstein s e m i ~ l ~ s i c a s  
ofrecen la interesante posibilidad de que ,la topalagfa del 
espacio-tiempo influya en la geometrfa local del mismo. Esta 
8 
pooibilidad fue analizada por nosotros (ver Castagnind, Pat y Sanchez, 
1987) y por primera vez se ha mostrado explfcitamente la existencia de 
efectos de este tipo. El ejemplo sencillo en el que este f e n h e n o  
puede analizarse es nuevamente el del espacio de DeSitter. Es bien 
sabido que este espacio puede definirse como un hiperboloide embebido 
en un espacio de cinco dimensiones y mitrica lorentziana. Este 
espacio es invariante frente a una transformacibn discreta que se 
denomina "transformaci6n antipodaltt y que puede denotarse de la 
siguiente manera: 
el punto antgpoda de Pix) a1 que denotamos F ( i )  es ta.1 que su con0 de 
,f 
1 d luz no se intersects con el de P(x). La transformaci6n 4 tiene una 
expresioHn simple en el espaclo 5-dimensional en donde se puede reducir. 
a una inversign de coordenadas: 
XY = - xb 
Usualmente 10s puntos P ( x 1  y P ( i )  son tratados como puntas distintos 
de un mismo espacio-tiempo. De esta forma la topolog<a del espacio de 
- 
DeSitter es R' xs3. Sin embargo si 10s punt05 P(x) y P(f) se 
identifican coma el mismo punto ffsicol /la topolog4a 5e vuelve . . 
multiplemente conexa (esta identificaci6n de ambos puntos estg en la J I 
base de la llamada interpretation elgptica del espacio de DeSitter, 
ver Schrodinger~ 1959, Gibbonsl 19861 Sdnchez y Folacci, 1986). Ahora 
bienl en este espacio tiempo con una nueva topologia puede construirse 
una teorfa de campos (no sin ciertas sutilezas como puede verse en el 
t r a b a j o  de ~gnnchez y Folaccil 1986) en la que 10s campmi tangan 
propiedades de invariancia definidaa frenie a la frans~arrnacidn J: 
e s t o  q u i e r e  d e c i r  que 10s campos deben  s a t i s f a c e r  a l g u n a  d e  las  
s i g u i e n t e s  i g u a l d a d e s :  
Con e s t o s  campos, que  a h o r a  e s t g n  e t i q u e t a d o s  con un i n d i c e  6 que  
i n d i c a  como se compor ta  e l  campo f r e n t e  a la  t r a n s f o r m a c i b n  J ( s i  e s  
p a r  o  i m p a r ) ,  s e  pueden c o n s t r u i r ~  e n t r e  o t r a s  c o s a s ,  10s p r a p a g a d o r e s  
y c a l c u l a r  e l  v a l o ~  d e  e s p e c t a c i 6 n  de  v a c f o  d e l  t e n s o r  de e n e r g g a  
momento. E s t o s  c d l c u l o s  que  pueden e n c o n t r a r s e  e n  e l  trabajo d e  
F o l a c c i  g ~ d n c h e z  (1986)1 dan  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :  
donde  <k>= 6-17- C I J ~ T Q  
/ Con la  e x p r e s i o n  d e l  <5,>2 en  e l  e s p a c i o  de D e S i t t e r  podemos 
pasar a a n a l i z a r  l a s  s o l u c i o n e s  a u t a c o n s i s t e n t e s  t a l  como l o  h i c i m o s  
a n t e s  e n  e l  c a s o  d e l  campo e s c a l a r .  La e c u a c i b n  d e  E i n s t e i n  
s e m i c l a / s i c a  (4 .  42) e r  i d k n t i c a  a l a  d e  a n t e s  si  reemp&azamos 1s 
f u n c i 6 n  F(x) p o r  F6 ( x )  d e f i n i d a  d e  l a  s i g u i e n t e  manera:  
* 
P a r a  e s t u d i a r  nuevamente  las c u r v a s  R v s  m ( o  p v s  A 1 debemos 
e s t u d i a r  l a  funcio 'n  F6 ( X I .  P a r a  a h o r r a r  e s f u e r z o  c o n v i e n e  n o t a r  que 
e l  compor tamiento  de  Fc ( x )  p a r a  x--3m e s  e l  mismo que e l  de  la 
f u n c i d n  F ( x )  ( e s  d e c i r ,  no estd a f e c t a d o  po r  l a  e l e c c i d n  d e  la  
.' t o p o l o g i a ) .  En cambia l o  que s i  se ve a f e c t a d o  por  la d i s t i n t a  
t o p o l o g i a  e s  e l  compor tamiento  de  F< ( x )  p a r a  x 4 O  ( e l  gue puede  
d i f e r i r  s u s t a n c i a l m e n t e  d e l  de  F ( x ) ) .  Los v a l o r e s  de  H y en  la  
s x p r e s i o ' n  (4. 46a) dependen f u e r t e m e n t e  d e l  v a l o r  d e l  Lnd ice  C . Si 
hacemos un a n d l i s i s  d e t a l l a d o  de  e s t a s  m o d i f i c a c i o n e s  podemas c a n c l u i r  
l o  s i g u i e n t e :  
I - I -si p a r a  6=# estAbamos en  e l  c a e o  ( a ) ,  p a r a  6s-1 seguiremocl e s t a n d o  
en  ese c a s o  m i e n t r a s  que  p a r a  6 = 1  e l  compor tamiento  d e  la  f u n c i d n  
F , , ( x )  ser i  como e l  de  F ( x )  c a s o  ( b )  ( e s  d e c i r ,  l a  f u n c i 6 n  R ( m )  p a s a  a 
s e r  b i v a l u a d a  a 1  cambia r  l a  t o p o l o g j a ) .  
-si p a r a  6 x 0  es tdbamos  en  e l  c a s o  ( b ) ,  t a n t o  p a r a  c=-1 como p a r a  
d=1 e l  compor tamiento  d e  F6 ( x )  ser ;  a n g l o g o  a 1  de  F(x )  en  e l  c a s o  
( b )  ( l o  6 n i c o  que  puede m o d i f i c a r  l a  t o p o l o g f a  e s  l a  p e n d i e n t e  de  l a  
c u r v a  en  x=O, t a l  como s e  i n d i c a  con l l(nea pun teada  e n  l a  f i g u r a  LO, 
I 
l o  que  e n  e s t e  c a s o  no  t i e n e  mayor i m p o r t a n c i a ) .  
-si  p a r a  6.10 e a t i b a m o s  en  e l  c a s o  ( c ) ,  nuevamente  p a r a  d=-i t~ d=l 
s e g u i r e m o s  e s t a n d o  en  e s t e  c a s o  ( a  menos d e  un cambio en  la p e n d i e n t e  
en  l a  c u r v a  en  e l  o r i g e n ,  t a l  como se m u e s t r a  en  l f n e a  pun taada  en  la 
-si p a r a  d = #  e s t j b a n o s  en  e l  c a s o  ( d l .  p a r a  1 s e g u i r e m a e  en  e l  
mismo c a s o  a 1  i g u a l  que p a r a  d=-1. P a r a  6=-1 s e  m o d i f i c a  l a  
p e n d i e n t e  d e  l a  c u r v a  en  e l  o r i g e n  ( t a l  como se  v e  e n  la l i n e a  
p u n t e a d a  de  l a  f i g u r a  12) l o  que provoca  que  l a  c u r v a  R ( m )  sea 
l e v e m e n t e  ' d i f e r e n t e  ya que t i e n e  un 
* 
t ramo d e s c e n d ~ n t e  t a l  como se 
observa en l a  lcnea d e  puntcts d e  l a  f i gura  15. 
En todos 10s casos  l a  d i s t i n t a  topologl(a a f e c t a  10% valares  nume'/ricos 
que c a r a c t e ~ i z a n  a l a s  d i s t i n t a s  curvas (por eJemplo l o s  puntos en 10s 
que se anula la  funci6n F ( x ) r  e t c ) .  
FIGURA i FIGURA 2 
FIGURA 3 FlGURA 4 
T r a y e c t o r i a s  e n  e l  p l a n o  d e  f a s e s  d e  l a  e c u a c i d n  ( 4 . 3 4 ) .  L o s  
p u n t o s  f i j o s  s o n  s o l u c i o n e s  t i p o  D e S i t t e r .  L a s  d i f e r e n t e s  f a -  
m i  1 i a s  c o r r e s p o n d e n  a  d  i s t  i n t o s  j u e g o s  a e  p a r S m e t r o s .  
F i g .  1: n o  hay  p u n t o s  f i j o s .  DCO,A>O, ' > o  
F i g .  2: n o  hay  p u n t o s  f i j o s .  D < O , A ~ O , ~ ' <  0  
F i g .  3:  h a y  d o s  p u n t o s  f i j o s .  7 D > ~ , ~ ~ o , P ' < O  
F i g .  4 :  hay  d o s  p u n t o s  f i j o s .  D > l . A <  O . P ' ~  0  
FIGURA 5 
I FIGURA 7 
FIGURA 6 
T r a y e c t o r i a s  en  e l  p l a n o  d e  f a s e s  de  l a  e c u a c i 6 n  ( 4 . 3 4 ) .  Los  
p u n t o s  f i j o s  s o n  s o l u c i o n e s  t i p 0  D e S i t t e r .  L a s  d i f e r e n t e s  f a -  
r n i l i a s  c o r r e s p o n d e n  a  d i s t i n t o s  j u e g o s  d e  p a r b m e t r o s .  
F i g .  5:  hay c u a t r o  p u n t o s  f i j o s .  O <  D C  1 ,  h > 0 , ~ ' > 0  
F i g .  6: hay  c u a t r o  p u n t o s  f i j o s .  OZ D , 4  1, A>O,F'< 0 
F i g .  7: E l  c a s o n  -0, ? ' % O .  A e s t a  f a m l l  l a  d e  s o l u c i o n e s  p e r t e n e c e  
e l  m o d e l o  d e  S t a r o b i n s k y  
F i g .  8:  E l  c a s o A = 0 , ~ ' 4  0. 
FIGURA 9 FIGURA 10 
IF(x) 11 
IF(I0 A TIP0 (dl  
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FIGURA 11 FIGURA 12 
Los g r d f i c o s  d e  l a . f u n c i 6 n  ~ ( x )  d e f i n i d a  e n  ( 4 . 4 2 )  p a r a  t o d o  e l  
r a n g o  d e  v a l o r e s  d e  l a  c o n s t a n t e  3 . En l i n e a  ~ u n t e a d a  s e  i n d i c a n  
10s c a m b i o s  ( c u a l  l t a t i v o s )  que se p r o d u c e n  a 1  m o d i f  i c a r s e  l a  t o -  
p o l o g i a ,  
. -. - -  -
FIGURA 13 FlGURA 14 
FIGURA 15 
La c u r v a t u r a  ( R )  en f u n c i 6 n  d e  l a  masa ( m )  p a r a  l a s  s o l u c i o n e s  
a u t o c o n s i s t e n t e s  d e  D e S i t t e r  o b t e n i d a s  d e  l a  e c u a c i 6 n  ( 4 . 4 3 )  e n  
e l  c a s o  h=O. L o s  d i s t  i n t o s  t i p o s  d e  c u r v a '  c o r r e s p o n d e n  a  d i s t i n t o s  
v a l o r e s  d e  l a  c o n s t a n t e  2 ( v e r  f i g u r a s  9 a  1 2 ) .  
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FlGURA 16 FlGURA 17 
FlGURA 19 
La c u r v a t u r a  ( R )  en f u n c i i j n  d e  l a  c o n s t a n t e  c o s m o l 6 g i c a  ( A )  p a r a  
l a s  s o l u c i o n e s  a u t o c o n s i s t e n t e s  d e  D e S i t t e r  o b t e n i d a s  d e  l a  e c u a c i 6 n  
( 4 . 4 3 ) .  En l i n e a  p u n t e a d a  s e  i n d i c a  l a  s o l u c i 6 n  c l d s i c a  R=4A . 
Los d i s t i n t o s  t i p o s  d e  c u r v a  c o r r e s p o n d e n  a  l a  c l a s i f  i c a c i d n  a u e  






F i g .  20:  La  c u r v a t u r a  d e  l a  s o l u c i 6 n  a u t o c o n s i s t e n t e  d e  D e S i t t e r  
e n  f u n c i d n  d e  l a  masa (m) d e  u n  campo d e  e s p i n  1 / 2  
F i g .  2 1 :  La  c u r v a t u r a  d e  l a  s o l u c i d n  a u t o c o n s i s t e n t e  d e  D e S i t t e r  
e n  f u n c i 6 n  d e  l a  masa (m) d e  u n  campo d e  W e i n b e r p  d e  
e s p i n  1. 
F i g .  22 :  La c ' u r v a t u r a  ( R )  d e  l a  s o l u c i d n  a u t o c o n s i s t e n t e  d e  D e S i t t e r  
e n  f u n c i d n  d e  l a  masa (m) d e  u n  campo e s c a l a r .  La c u r v a  ( 1 )  
c o r r e s p o n d e  a 1  c a s o  e n  q u e  u t i l  i z a m o s  l a  r e n o r m a l  i z a c i 6 n  d e  
Hadamard  y l a  c u r v a  ( 2 )  a 1  u s o  d e  l a  r e n o r m a l  i z a c i d n  m i n i m a  
( n o t a r  q u e  e n  e s t e  c a s o  l a  so , l uc i dn  a u t o c o n s i s t e  t e  ~ 6 1 0  
e x i s t e  s i  l a  masa e s  mapo r  q u e  l a  masa u m b r a 1  ( m ' = 2 8 8 1 ~ ~ ~ - ' ) .  
u  
5. Conclusiones 
En esta tesis hemos discutido diversos aspectos de La teoria 
cv&tica de campos en el espacio tiempo curvo. Principalmente nos 
hemos dedicado a analizar criticamente el problema de la 
renormalizaciofr (tanto a1 nivel de la accidn efectiva coma a1 nivel de 
las ecuaciones de campo), el del vacio semicldsico ( y  su relacion con 
el tema de la renormalirabilidad de la teoria) y hemas analizado 
tembikn algunas de las solucionea cosmoldgicas qus se obtienen de las 
ecuaciones semicla'sicas de Einstein. 
Presentamos aquir a mod0 de resumen, las principales ' 
contribuciones originales que se han volcado a lo largo de la tesis. 
En el capitulo 2, se discute el problema de la renormalizaci6n a1 
nivel del tensor de energis momento y se presentan dos aportes 
originales: 
1. se generaliza el metodo de renormalizaci6n minima a todas las mgtricas 
conformes a1 plano utilizando el lenguaje propio de la renormaliracidn 
de Hadamard y 
2. se calcula expl.<citamente el valor de espectacidn d e  vacio de la traza 
del tensor de energla-momento para campos de Weinberg masivos de espin 
arbitrario en el espacio de DeSitter. 
Las contribuciones originales contenidas en 
encuentran publicadas en 10s siguientes trabajos: Castagnino, Gunzig, 
Nardone y Pat (1986). Castagnino~ Harari y Paz (1986 a y b). 
En el capitulo 3r se discute el problema de la def inicio'n del 
estado de vacio y la contribucich original es la siguiente: 
ie estudian cuales son 10s datos de Cauchy mas generales compatibles 
con el requisito de que el propagador 6 ,  ( x r  x C )  posed Las miemas 
divergencias que uno de Hadamard en el limite x + x t .  Camo parte de 
este estudio se demuestra que el propagador adiabgtico posce esa 
propiedad. El anilisis se realiza en las me'tricas (3.3) que son de 
gran inter65 cosmoldgico. Se discute la compatibilidad de esta 
condicidn con 10s criterios globales mas conocidos <el de 
Castagnino en especial) encontrandose que 10s eritsrios globales y 10s 
locales solo son compatibles en casos. particulares. 
Las contribuciones originales contenidas en este capftulo se 
encuentran publicadas en el siguiente trabajof rlazzitelli, Paz y 
Castagnino (1987). 
En el capftulo 4, 5e analizan algunas consecuencias corrno16~icas 
de la teoria cuintica de campos en el espacio-tiernpo curvo. Las 
contribuciones originales son las siguientes: 
;e presenta un m6todo que permite estudiar el prob lema del 
G back-reaction para uns teoria en la aproximaci6n de vn loop. 
Hasta el moment0 solo exist:. un esquema de trabajo para campos 
libres. El mgtodo permite tambien el andlisis de la evoluciok del 
valor medio del campo de Higgs en una mgtrica de' fondo dada de 
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antetnana asi como tamblen el calculo del potencial eCectivo de la 
tearia utilizando resultados conocidos para campos libres n rnasa. 
Por otra parte encontramos que el enfoque habitualments utilizado en 
10s trEibaj05 de la literatura sobre modelos inflacionarios s e  obtiene 
a parkir del nuestro si desp~eciamos una serie de efectos que pueden 
ser impartantes. Estos son principalmente 10% e f e c t o s  
polarization del vacio, 10s efectos de las inhomageneidades d e l  valor 
rncdio en su propia evolution y el efecto del estado cuantico del 
Mostramos por ultimo que si se desea incluir estos efectos, 
el problema puede ser resuelto numericamente apelando a las tecnicas 
utilizadas para campos libres. 
,= 
s c  analizan las caracteristicas de las soluciones tipo DcSitksr d e  las 
ccuacione~ del back-reaction para campos libres genericos, 
discutiendose tambien las diferencias que aparecen en 10s resultados 
al utilirar el metodo de renormalizacion minima. 
6. se estudian la influencia de la topologia en las caractbristicas de 
las saluciones tip0 DeSitter. Se muestra explicitamente la existencia 
de  un efecto cuantico interesante: a traves de las ecuaciones 
semiclasicas de Einstein, la Copologia puede influir sohre 13 metrica 
del espacio-tiempo (cosa que clasicamente no puede ocurrir). 
L 
Los aportes originales contenidos en estc capitulo se encuentran 
publicadas en 10s siguicntes trabajos: Par, .Harari y C.r.tstagnino 
I1985), Castagnino y Par (1985)  y (19861, Castagnino, Par q Sanchez 
(19871, Par y Mazzitelli (1987 a y b ) .  
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Pensamos que puede ser interesante continuar estos trstajos en 
distintas direcciones. primer lugar la continuacian Ocl camino 
emprendido en la seccion 4.2 incluyendo efectos termicosr abriria la 
posibilidad de formular un modelo inflacienario verdaderamente 
consistente. La5 tecnicas desarrolladas en 10s trabajos de Eemenoff y 
Weiss (1985 a y b )  pueden ser de gran utilidad en este sevtido (ver 
tambien Ringwald (1987 b ) ) .  Par otra parte un tema af;raci;lvo, que 
tamb ien encuentra su campo de aplicacion en 
inflaciona~ios, es el estudio de 10s efectos! no pert-urbativos mediante 
el uso de la aproximacion gaussiana (el uso de la aproximacion de un 
loop ha sido cuestionado recientemente como puede verse en el trabajo 
de Guth y Pi (1985)). En este sentido la tecnica del desarrollo de 
Schwinger DeWitt modificada presentads en el capitulo 1 ha mostrado 
ser de gran utilidad (ver Mazzitelli y Par 1987 a, esta tecnica parece 
ser tambien aplicable a1 eskudio del problema de la cuantificasion de 
un campo en presencia del background de un soliton t ema  que puede ser 
abordado utilizando algo de la "ternologia" propia d e  La teoria de 
campos en el espacio tiempo curvo). 
1- Signatura de la 
2-dr(3,8,p1kI.  .=d,  1 
3- Derivadas: 
4- Conexirin a f f i :  
5- Tensor de curva 
~ o t a c i 6 n  y Convenciones 
i c a :  ( - , + , + I + )  
I tura: 
6- Tensor de  Weyl: 
7- Tensores  d e  "cuarto orden a d i a b g t i c o " :  
en 4 dimensiones s e  cumple que 
es un i n v a r i a n t i  t o p o l d g i c o  g p o r  l o  t a n t o  se v e v i f i c a  que 
(11 12) E n t r e  Hpu y Hpd s e  cumple ademas l a  s i g u i e n t e  r e l a c i a i n  
8- D i s t a n t i a  g e o d g s i c a  y lcmites d e  c o i n c i d e n c i a :  
7 (r = ' , cumple con l a s  s i p u i a n t e ~  r c u a c i a n e s  d i f e r o n c i a l s s  Z 
donde AOr, x ' )  e s  e l  deterrninante  de  Van-Vleck Woret te  
Los s i g u i e n t e s  s o n  a l g u n o s  l f m i t e s  d e  c o i n c i d e n c i a  6 t i l e 5  que 
se d e r i v a n  a p a r t i r  d e  las e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  q v c  d e f i n e n  
a s i  s e  u t i l i z a  l a  r e g l a  de  conrnutaci6n d e  derivada.;  
cavar i a n t e s :  
a, b r  c ,  . . . inl n, p .  . = f n d i c e s  l o r e n t z i a n o s  
5 
m;tr i ca:  4~ = VJ vd 7-10 
-a!, 
donde d s o n  1 0 s  g e n e r a d o r e p  d e l  grupo d e  Lorentz en Ia 
r e p r e s e n t a c i d n  en la  que v i v e  e l  o b j e t o  qoe  s e  d e ~ i v a ,  
RegulariraciGn de l a s  integrales que aparecen en la s e c r i i r  2.3 
Todas las funciones de Whittacker W%$ (z) (con sg enter0 
semienter01 pueden reducirse a combinaciones lineales de la ld, ( z T .  
Estas Gltimas estan relacionadas con funciones de Wanckel [Erdely i t  
S ?  ecuacion 6.9. 1. 12) y sus integrales pueden ~egularirar.r;rr de la 
siguiente manera: 
donde 
Usando esas expresiones la integral: 
pvedle calcularsel dando lugar a 10s sigpientes rerjultadoc;: 
con 
For otra parte la. otras integrales qua aparecen en 2.3 se r2gularizan 
de la siguiente manera: 
Calculo del propagador adiabstico en las me'tricas 13.3). 
vamos a exponer aquc 10s cblculos necesarios para obtaner urta 
L A  
expresih para G ,  ('x, t.?', t )  en las metricas del tip. ( 3  31. Carno 
vimos. el desarrollo adiabgtico de 10s mados normales 1lev.a a la 
ecuacio'n (3. 12). Podemos escribir a1 caeficiente A ,  que rgarece en 
ella de la siguiente manera: 
A ,  - 
( ? - X ) K +  F t. i +- ( L ~ ' . ' c , . ~ - ' \ ~  ,- 1 /  
0.1?,~ - 
2 
!J , ,;q 
Si denotamos ademas 
la ecuacign (3.13) puede escribirse cono sigue: 
Por otra parte. la funcia; F, (r) puedc evalvarsa hacienda ur cambio 
. . 
'de variables del tipo k;  , hJ kj tal que *J 4.'.ka- k i  k l  ~a natr i  r 4 J -  
satisface: 
(solamente aqu{  can 3 denotamos a la matriz q d l " ) .  
r&lculo es: 
El resu2tado del 
. Las derivadas respecto de mZ y de r; pueden 
/ 
calcularse siendo el resultado de estas ultimas el s i g u i e ~ t e :  
Finalmente, reamplazando en la f&mula ( A 3 . 3 )  se abtiene el resultado 
qinal que esta escrito en la ecuaci6n (3.9~4). 
Calculo de C>,> 
5 0  
a partir de G ,  ( x t x ' )  
Partiendo de la expresion (1.17 1 pars C? ( X I  x ' l  pademcr  derivar dos 
veces y luego tomar el limit. dc coincidencia obtenienda el siguiente 
resultada: 
en todas las ecuaciones 
2 
anteriores tomarnos Ca QCX, Y \ . 
Desarrollando ( A 4 . 1 ) - ( # 4 4 . 3 )  alrededor de n=41 podamos identicicar las 
partes divergentes de las tres expresiones Ids que resultan rer: 
El calculo de , tj ' C G F l  es much. mas sencillo, 
resultadas que se obtienen son 10s siguientes: 
mientras que las partes convergentes estan dadas por la5 c o l a s  de las 
series que aparecen en ( A 4 . 1 ) - ( A 4 . 3 )  evaluadas en 0-4. Utiittando la 
formula (2.11)  y las expresiones anteriores  unto con la forma 
I 
explicita de 10s limites de coincidencia (4.1Z)' llegatnas a la 
ecuacion (4.22) para €Tp> . La forma explicita de La parte 
convergsnke resulta ser la siguiente: 
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